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UNIVERSIDAD ADOLFO IBANEZ

Resumen

Facultad de Ingenieria y Ciencias
Magister en Ciencias de la Ingenierfa, mencién INGENIERIA CIVIL

DESARROLLO DE UN MODELO REDUCIDO PARA EL ANALISIS DE
CAMPOS DIFUSOS EN SISTEMAS ESTRUCTURALES LINEALES

por NATALY ALEJANDRA MANQUE ROA

En ingenieria estructural, el estudio de un determinado sistema se realiza por medio
de modelos numéricos. Habitualmente, este proceso se efecttia mediante modelos
de elementos finitos (MEF). Para implementar un MEF, se requiere alimentar el mo-
delo con pardmetros de entrada que contienen informacién de las caracteristicas del
sistema en estudio. No obstante, en la practica muchas veces existe incertidumbre so-
bre estos pardmetros de entrada y, por ende, la caracterizacion del desempefio del
modelo se vuelve compleja.

Ante dicho problema, esta tesis explora dos desafios. El primer desafio correspon-
de a cuantificar pardmetros inciertos que pueden depender de alguna coordenada
espacial, es decir, que varien en funcién del espacio. Para sortear este desafio, se
describi6 esta incertidumbre mediante campos difusos. La estrategia propuesta per-
mite incorporar la dependencia espacial durante la etapa de cuantificacién de los
pardmetros de entrada y, por la manera en que estd formulada, resulta una opcién
ideal en aquellos casos que se cuenta con escasa informacién, escenario suele ser
comun en ingenieria estructural.

El segundo desafio trabajado en esta propuesta consistié en propagar dicha incerti-
dumbre de forma eficiente. Esto se debe a que, tanto la etapa de modelizacién co-
mo de resolucidon del sistema, conlleva un costo numérico elevado. Para atacar este
problema, se utilizé un modelo aproximado correspondiente a un modelo de orden
reducido, que sustituy6é al MEF original. La ventaja de este modelo es que permite
proyectar el sistema de ecuaciones asociado a la estructura original, en una base de
menor dimensién, disminuyendo considerablemente los tiempos de computo. Para
asegurar la veracidad de la aproximacion, se presenta una estrategia de actualizaciéon
de la base reducida que permite mantener el error bajo un determinado umbral.

La propuesta fue aplicada en dos sistemas lineales sencillos, en una y dos dimen-
siones. Los resultados demostraron que se puede obtener una estimacién precisa
de la respuesta difusa del sistema con un menor esfuerzo numérico, controlando la
calidad de los resultados.

Palabras clave: Cuantificacién de la Incertidumbre, Campos Difusos, Modelo de
Orden Reducido.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Descripcién del problema

El estudio de sistemas estructurales en ingenieria civil requiere del procesamien-
to de una gran cantidad de pardmetros de entrada. Estos permiten predecir la res-
puesta de interés frente a las solicitaciones a las que se verd sometida la estructura
una vez construida, por medio de la etapa de modelizacion. Especificamente, estos
pardmetros de entrada incorporan las caracteristicas del lugar de emplazamiento de
la obra, materiales utilizados, dimensiones de los elementos, tipos y condiciones de
carga, entre otros. Por ende, durante este periodo se requiere caracterizar una gran
cantidad de variables. Sin embargo, la cuantificacién de estos pardmetros no siem-
pre es sencilla debido a la incertidumbre [1] que existe respecto de su valor. En este
contexto, se distinguen dos grupos diferentes de variables segiin la incertidumbre
existente. El primero de ellos agrupa pardmetros respecto de los cuales puede existir
desconocimiento sobre su magnitud, es decir, s6lo se conoce el rango dentro del cual
flucttan. En este caso, se encuentran por ejemplo, las variaciones evidenciadas en
los ensayos para obtener la resistencia mecdnica maxima de los materiales, tal como
el hormigén y acero estructural [2], puesto que bajo el mismo disefio experimental
es posible obtener valores diferentes para caracterizar estos pardmetros. Esta clasifi-
caciéon cominmente es tratada como incertidumbre aleatoria, vale decir, puede surgir
producto de la naturaleza propia de cada variable [1].

En el otro grupo, en cambio, se encuentran parametros sobre los que existe desco-
nocimiento acerca de su valor real debido a una potencial deficiencia de los actuales
sistemas de medicién y /o modelizacién, por lo que agrupa incertezas que se pueden
reducir en funcién de la informacién disponible. En esta categoria tiene lugar, por
ejemplo, la caracterizacion de las propiedades geomécanicas del suelo de fundacién
utilizadas para el disefio de sistemas de grupos de pilotes o pilotes de gran didme-
tro. Esto se debe a que en la préctica, estas propiedades son estimadas en funcién de
mediciones discretas en terreno de la resistencia de cono, que no representan necesa-
riamente las reales caracteristicas del suelo de fundacién [3]. Lo anterior, que puede
ser debido a la comprension insuficiente de un determinado fenémeno, se conoce
como incertidumbre epistémica [4].

En la actualidad, debido a problematicas tipicas como la ausencia de datos, escasez
de informacién y falta de conocimiento, la incertidumbre epistémica se convierte en
un foco relevante de investigacion [5]. No obstante, por su naturaleza, este tipo de
incertidumbre ha sido explorada en menor medida que la incertidumbre aleatoria.
Lo anterior se debe a que la incertidumbre aleatoria se puede expresar satisfacto-
riamente introduciendo los conceptos de la teoria de la probabilidad [6]. Por estas
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razones, esta propuesta se enfocara en el estudio de la incertidumbre epistémica aso-
ciada a pardmetros de entrada inciertos.

Toda la discusion anterior resalta que la seleccion de los pardmetros de entrada pa-
ra la modelizacion de un sistema es crucial [7]. De esta forma, la caracterizacion
de los pardmetros de entrada tiene asociada una incertidumbre, que es intrinseca a
cada uno de ellos. Esta incertidumbre puede ser propagada hacia la respuesta de
interés mediante la representacién con modelos de elementos finitos (MEF) [8, 9]. En
la préctica, el problema asociado a las incertezas que pueden afectar un sistema es-
tructural es mitigado por el uso de factores de seguridad provocando, en ocasiones,
sobre-dimensionamiento y volviendo ineficientes los disefios [3].

La cuantificacion de la incertidumbre no es una tarea facil, pues propagarla involu-
cra costos numéricos elevados [4, 2], alojados principalmente en cémo describirla y
transferirla a la respuesta. En primer lugar, puede existir incertidumbre en la resis-
tencia del sistema, determinada por la calidad de los materiales empleados, dimen-
siones de los elementos, propiedades del suelo de fundacién, entre otros; como en
el estado de cargas al que se vera sometido [10]. En segundo lugar, se encuentra el
esfuerzo asociado tanto a la simulaciéon de una estructura como al ensamblaje de
sus matrices de rigidez. Asimismo, otro problema asociado a la cuantificacion de la
incertidumbre de los pardmetros de disefio, es que se puede identificar dependen-
cia espacial en los valores que caracterizan a algunas de estas variables. Es decir,
los pardmetros no deterministas, como el estado de cargas al que se somete una es-
tructura, pueden tener una distribucién no homogénea en el dominio del modelo
considerado [11]. Este fenémeno se evidencia, por ejemplo, con la caracterizacién
de las propiedades del suelo de fundacién, las que alojan incertidumbre como se
ilustré anteriormente. Por ende, ademds del problema asociado al costo numérico,
se tiene que no todos los pardmetros de disefio se comportan de forma similar. Es
decir, existen variables que, ademds ser afectadas por la incertidumbre son funcién
de alguna medida de distancia, por lo que es necesario considerar estrategias que
permitan incorporar dependencias espaciales.

Actualmente existen diversas técnicas para la caracterizacion de la incertidumbre
epistémica, que van desde la aplicacién de la aritmética de intervalos [7, 10], va-
riables difusas [4, 12], enfoques mediante optimizacién [13], modelos sustitutos [8],
campos de intervalos [11], al uso de redes neuronales [14]. Estas metodologias han
sido aplicadas para resolver problemas reales como el estimar el flujo en medios
porosos, asentamiento de pilotes hincados en arcilla, y desplazamiento de sistemas
estructurales como enrejados, vigas y losas. Especificamente, para el caso de las me-
todologias que aplican la teoria de conjuntos difusos y andlisis de intervalos, la incer-
tidumbre asociada a las variables de disefio se representa con una funcién de perte-
nencia, la que permite caracterizar una variable de interés con una minima cantidad
de informacién. Del mismo modo, en el caso de las técnicas que consideran campos
de intervalos, se requieren de funciones base que incorporan la dependencia espacial
de los pardmetros por medio de funciones de peso. Sin embargo, la aplicacién practi-
ca de estas técnicas puede ser muy costosa desde el punto de vista numérico. Tal
dificultad podria ser superada considerando modelos aproximados, de menor costo
numérico. Un ejemplo de este tipo de metodologias corresponde a los modelos de base
reducida, que proyectan las ecuaciones de equilibrio a un espacio de dimensién mas
pequeiia que la original [12].

Debido a lo anterior, el trabajo que se presenta a continuacién busca generar una
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metodologia que permita incorporar la dependencia espacial de las variables incier-
tas de tipo epistémicas que afectan un sistema estructural, y con ello, cuantificar
eficientemente esta incertidumbre. Asi, en este estudio se introduce el concepto de
campo difuso, como una extension del trabajo desarrollado con campos de intervalo
[11] y variables difusas [12]. Lo anterior representa un progreso en el desarrollo de
técnicas robustas para la caracterizaciéon de pardmetros inciertos con dependencia
espacial de los MEF, continuando con el desarrollo de metodologias con enfoque en
la reduccién del coste numérico y uso del anélisis difuso.

1.2. Objetivo General

Desarrollar una metodologia eficiente para cuantificar la incertidumbre epistémi-
ca en la respuesta de sistemas estructurales. El foco estara en aquellos sistemas con
comportamiento lineal eldstico de los materiales que los conforman, y para hipétesis
de cargas estéticas. En ellos, se consideraré que los pardmetros referentes a la estruc-
tura y solicitaciones asumen valores inciertos, cuyas propiedades se representan a
través de variables y campos difusos. La incertidumbre asociada a la respuesta de
un sistema de estas caracteristicas se cuantificard mediante modelos de base reduci-
da.

1.3. Objetivos Especificos

» Caracterizar la incertidumbre epistémica asociada a parametros de entrada in-
ciertos de sistemas estructurales (referentes a sus propiedades y solicitaciones),
mediante variables y campos difusos.

» Desarrollar rutinas de elementos finitos de ejemplos tipicos en ingenieria es-
tructural como son pilas y vigas. En la tltima parte de esta tesis, también se
investiga una aplicacion que involucra el andlisis de flujo en medios porosos,
pues los principios fisicos que gobiernan tal fenémeno se pueden estudiar uti-
lizando técnicas similares a la de problemas de ingenieria estructural.

= Implementar métodos para la resolucién de problemas estaticos con pardme-
tros inciertos utilizando técnicas de reduccién de modelos, disminuyendo los
tiempos de computo.
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1.4. Estructura

En el Capitulo 2 de este estudio se muestra el marco tedrico del anélisis difuso. Pa-
ra ello, se detalla su formulacion y aplicacion en andlisis estructural por medio del
andlisis de intervalos. Asimismo, se expone el estado del arte de las técnicas existen-
tes para su aplicacién a sistemas estructurales lineales. En este acapite se destacan
las ventajas y falencias de las metodologias presentes en la literatura.

En el Capitulo 3 se introduce el problema de dependencia espacial asociado a la ca-
racterizacion de la incertidumbre epistémica y se define el concepto de campo difu-
so. Se presenta la metodologia para propagar la incertidumbre mediante la caracteri-
zacion de los parametros inciertos con esta estrategia. El capitulo cierra presentando
las actuales técnicas que se han aplicado para hallar la funcién de pertenencia de la
respuesta.

En el Capitulo 4 se detalla el uso de un modelo de base reducida para predecir la
respuesta de sistemas estructurales lineales, cuyos pardmetros de entrada son carac-
terizados mediante variables y campos difusos. Asi, se detalla la formulacién del
modelo de base reducida exponiendo la metodologia para su construccién. Del mis-
mo modo, se expone la necesidad de dar seguimiento al error asociado a la apro-
ximacién propuesta y se propone una metodologia para mantener bajo un cierto
umbral dicho error.

En el Capitulo 5 se presentan dos ejemplos sencillos donde se expone la aplicacién
de la metodologia propuesta: un sistema lineal elastico bajo cargas estdticas y un
problema de flujo en estado estacionario en un medio poroso. Note que este tlti-
mo problema puede ser resuelto utilizando las mismas técnicas desarrolladas para
sistemas estructurales. Aqui, se analiza la solucion exacta y aproximada del sistema
por medio un modelo reducido y se discuten los resultados segtn el error maximo
tolerado en dicho modelo.

Finalmente, en el Capitulo 6 se exponen las principales conclusiones obtenidas a
partir de la metodologia propuesta.



Capitulo 2

ANALISIS DIFUSO

2.1. Introduccion

Para entender cémo funciona el andlisis difuso y su aplicabilidad al estudio de sis-
temas lineales, es necesario introducir ciertos conceptos. El andlisis difuso tiene su
base en la aplicacién de la l6gica difusa. Esta teoria fue introducida formalmente
por Zadeh en 1965 [1], la que nace de la necesidad de representar mateméaticamente
aquellos casos en los que el conocimiento de un determinado fenémeno no es preci-
s0, y, por ende, no se puede dar respuesta por medio de la teorfa cldsica de conjuntos
[10]. Por lo tanto, su aplicacién no solo tiene lugar en el campo de la ingenieria es-
tructural.

Un conjunto difuso puede ser interpretado como una extensién de un conjunto clési-
co en donde existe mas de un estado posible para un determinado elemento. Es decir,
a diferencia de la teoria cldsica en la que un elemento tiene dos opciones posibles:
pertenecer (1) o no (0) a un conjunto en particular, en la l6gica difusa existen grados
de pertenencia que son representados por funciones de pertenencia [1]. La representa-
cién de este tipo de conjuntos se expondrd més adelante. En el contexto de este estu-
dio, el objetivo de la aplicacién del anélisis difuso es otorgar una herramienta para
estudiar la propagacion de la incertidumbre epistémica en sistemas estructurales.
En particular, resulta de interés conocer la incertidumbre epistémica en la respuesta
referente al desplazamiento (vale decir, la salida obtenida tras el proceso de mode-
lacion) en sistemas estructurales lineales estaticos, bajo la accién de pardmetros re-
lacionados también con la estructura y condiciones de carga inciertos. Sin embargo,
esta metodologia puede aplicarse para otras salidas de la modelacién con elementos
finitos, asi como para otras variables inciertas.

2.2. Variables difusas

El alcance de la teoria de andlisis difuso se ha ampliado a la incertidumbre epistémi-
ca en general, proporcionando una alternativa mds intuitiva a la teoria de la proba-
bilidad, ya que una de las ventajas de su aplicacién es que permite, entre otras cosas,
incorporar el conocimiento de expertos [4]. Lo anterior representa una ventaja en la
etapa de modelizacién de sistemas estructurales dado que la fuente de este tipo de
incertidumbre es, en parte, producto de la escasa informacién disponible. En este es-
tudio, la teoria del andlisis difuso es aplicada para analizar la respuesta de sistemas
estructurales lineales y estaticos [1].

Considere una estructura lineal eldstica sometida a cargas estaticas cuyo compor-
tamiento se caracteriza mediante un modelo numérico. Este modelo involucra g
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pardmetros de entrada 6;,i1 = 1,...,ny asociados a propiedades estructurales y a
las cargas que acttian sobre la estructura, cuyo valor no se conoce de manera deter-
ministica. Estos pardmetros pueden caracterizarse como variables difusas mediante
funciones de pertenencia. Lo anterior implica que §; € ©;,i =1,...,n9, donde ©; es el
conjunto fundamental asociado al 7 -ésimo parametro difuso, es decir, ©; contiene to-
dos los valores que la variable de entrada puede asumir. El conjunto difuso asociado
se representa por:

0= { (6, 0)) : (0 € @) 1 (g 8) € (0.1]) } @)

izl,...,ng

donde 6;,i = 1,...,ny es el conjunto difuso que representa la incerteza asociada a
los pardmetros de disefio considerados 0; (estructurales y de carga), mientras que g,
corresponde a la funcién de pertenencia. En teoria de conjuntos cldsica 5. es igual a
cero o uno. Sin embargo, en teorfa difusa, 0 < p;.(0;) < 1lo que implica un grado de

pertenencia asociado a 0;, donde u5.(6;) = 0 indica que no hay pertenencia, mientras
que pg (0;) = 1 representa que 0; estd completamente incluido en 0;.

Existen diversos tipos de funciones de pertenencia. La Figura 2.1 muestra dos ti-
pos de funciones de pertenencia representativas, yg (61) y pg,(62), asociadas a dos
parametros 61 y 0, cuyo valor es incierto. El grafico de la izquierda corresponde
a una funcién de pertenencia discreta formada en base a pares ordenados, mien-
tras que el grafico de la derecha representa una funcién de pertenencia continua
triangular. La funcién pg, (61) suele aplicarse para los casos en que la variable difusa
corresponde, por ejemplo, a una propiedad cuyos valores estan preestablecidos, co-
mo la inercia de perfiles acero dado que sus medidas comerciales son discretas. En
contraste, el esquema de la derecha, que muestra a la funcién pg, (62), es util para
variables que comprenden un rango continuo de valores, como el peso unitario del
suelo. La ventaja del uso de esta clase de representacion de la incertidumbre yace en
la escasa informacién que requiere para su construccion [4].

-----0

o— @

FIGURA 2.1: Ejemplo de funciones de pertenencia discreta y continua.
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A su vez, las funciones de pertenencia continuas pueden ser de dos tipos: convexas o
no convexas. Esta caracterizacién adquiere importancia a la hora de realizar anélisis
difuso en elementos finitos, pues el uso de funciones convexas simplifica los pro-
cedimientos. La Figura 2.2 presenta esquemdticamente ambos tipos de funciones,
siendo yug, (61) de tipo convexa y pg, (62) no convexa, donde 69 representa el valor de
0; para el que pg (6;) = 1. Para que una funci6n sea convexa, se debe cumplir que:

o, (6F) = min (g, (61) g, (6F)) V6L 65,60 € ©, (22)

donde 911 < 91.C < QZ-D ,1=1,..,np. Si se cumple lo anterior, las funciones obtenidas
para la respuesta de interés de un modelo cuyos pardmetros de entrada son difusos,
también serdn convexas [12]. Debido a lo anterior y por su simplicidad, en esta pro-
puesta se utilizaron funciones de tipo triangular para representar la incertidumbre
epistémica.

g, (01) Hg,(65)

1 1
pg,(60)
#4,0)

ACo)

pg,(05)
14, (67)
15,03

FIGURA 2.2: Conjuntos difusos convexos y no convexos.

Con respecto a su construccién, note que las funciones de pertenencia triangulares,
como la presentada en la Figura 2.1, pueden generarse conociendo los valores asocia-
dos a los vértices A, B y C. Estos valores pueden obtenerse en base al conocimiento
de expertos, informacién disponible en la literatura o por medio de resultados de
ensayo, es decir, a partir a muestras. En este tltimo caso, resulta ttil el uso de histo-
gramas ya que facilita el bosquejo de la funcién de pertenencia. Para efectos de este
estudio, las funciones de pertenencia asociadas a los pardmetros inciertos conside-
rados 6; se asumen conocidas.

Otra ventaja del uso de funciones de pertenencia para caracterizar pardmetros in-
ciertos, es que permiten representar variables sobre las cuales se tiene mucha o poca
informacién. Considere dos pardmetros inciertos: #; que corresponde a la inercia de
la seccién de una losa de hormigén armado, y 6, que hace referencia al médulo de
balasto del suelo de fundacién bajo dicha losa. Ambos pardmetros son caracteriza-
dos por medio de las variables difusas #; y 8,, respectivamente; y tienen asociadas
las funciones y5 y g, que se ilustran en la Figura 2.3. Para el caso de la variable



Capitulo 2. ANALISIS DIFUSO 8

61, como la inercia depende de las medidas de disefio obtenidas tras el calculo es-
tructural, se tiene un mayor grado de certeza de la medida real de la seccién una
vez construida, y, por tanto, de su inercia. Por ende, su funcién de pertenencia Mg,
tiene una forma mads estrecha, es decir, los vértices A; y C; estdn més cercanos a By,
que representa el valor de la inercia asociado a un nivel de pertenencia igual a 1. En
contraste, para la funcién de pertenencia 5 que caracteriza al balasto del suelo de
fundacién, como su valor es determinado en base a los resultados de un ensayo de
placa de carga, y depende tanto de las propiedades del suelo como de las dimen-
siones del drea que se carga contra el terreno, existe mayor desconocimiento de la
magnitud que puede tomar esta propiedad. De donde, su funcién de pertenencia
Mg, exhibe una forma més amplia, vale decir, los vértices A, y C; estdn més alejados
de B,, que esta asociado a un nivel de pertenencia 1. Por tanto, existe un rango maés
amplio de valores que puede tomar la magnitud del balasto, en comparacién con la
inercia de la seccién.

FIGURA 2.3: Ejemplos de funciones de pertenencia, donde yig repre-
senta una variable de la que se tiene mucha informacion y 4, repre-
senta una variable de la que se tiene poca informacién.

Como se expuso recientemente, si los parametros de entrada inciertos son caracteri-
zados como variables difusas 0;, cada uno de ellos tendra asociado una funcién de
pertenencia yi; . Es interesante observar que para un nivel de pertenencia especifico
a; (0 < a; < 1), existe un intervalo Q,',,Xj asociado a la variable incierta 6;, donde
() denota un intervalo. La Figura 2.4 muestra esquemdticamente el intervalo QM],

asociado a la variable difusa §; para un nivel de pertenencia a;. Asi, se obtiene un
intervalo delimitado a la izquierda por 9{/0‘]_ y a la derecha por 915,)“]_. Note que si se
realiza el mismo procedimiento para reiterados cortes &}, se obtiene una coleccién
de intervalos que permiten representar aproximadamente la funcién de pertenencia
}g, de manera discreta.
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Hg,(61)

FIGURA 2.4: Representacion esquematica de intervalo asociado a una
variable difusa para un valor especifico de pertenencia, a través de
cortes a.

2.3. Respuesta estructural difusa de sistemas lineales

Considere un sistema estructural modelado con elementos finitos. Bajo la accién de
cargas estdticas, la ecuaciéon que permite determinar la respuesta de un sistema li-
neal en funcién de sus pardmetros estructurales y condiciones de carga, para los 1,
grados de libertad de la estructura es:

K(6)u(6) = f(0) (2.3)

Donde K(0) es la matriz de rigidez de la estructura de dimensiones n; x ny, f(0)
es el vector asociado a las cargas externas, cuya dimensién es 1y x 1, y u(0) es el
vector de respuesta de desplazamiento de n; x 1 frente a las cargas. K(0) es definida
positiva y f(68) # 0. Se observa que la matriz de rigidez de la estructura K(6) y las
cargas externas f(0), dependen del vector de variables de entrada 6, por lo que la
respuesta del sistema u(0) también depende de estos pardmetros de entrada. Note
que la cantidad de grados de libertad 1, necesarios para representar una estructura
con MEF suele ser alta y, por ende, dar solucién a la Ecuacién 2.3 requiere de un
elevado esfuerzo numérico.

De manera adicional, note que la ecuacién 2.3 permite analizar y resolver una se-
rie de fenémenos fisicos en estado estacionario [15], que involucran, por ejemplo,
transferencia de calor [16, 17]. De hecho, en la tltima parte de esta tesis, se analiza
un problema de flujo en un medio poroso. En tal situacion, la matriz K(0) represen-
ta permeabilidad del medio, el vector u(0) las cotas piezométricas, y el vector f(0)
corresponde a los caudales [4].

En la practica, es comtn que exista interés en conocer una respuesta determinada
r(0) del sistema asociada a un grado de libertad especifico. De esta forma, la res-
puesta asociada a este grado de libertad viene dada por:
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r(0) = vTu(8) (2.4)

donde 7 es un vector de coeficientes constantes de dimensién n; x 1 que permite
extraer la informacion de interés de la respuesta de desplazamientos u(0), y (-)7
denota el traspuesto del argumento. Indudablemente, la definicién presentada en la
Ecuacion 2.4 puede ser extendida para considerar varias respuestas de interés. No
obstante, en este trabajo se considera por simplicidad solo una respuesta.

Tal como se observa de las Ecuaciones 2.3 y 2.4, la respuesta de interés r(6) depende
del valor que la variable de entrada 6 asume. Para ilustrar este punto, considere la
representacion esquematica de la Figura 2.5.a, donde se considera un sistema estruc-
tural simple: una viga con comportamiento lineal y eldstico con una carga estatica
aplicada en el extremo libre, donde la respuesta de interés es el desplazamiento en
dicho extremo. En esta figura, se considera que el modelo numérico asociado posee
como Unica variable de entrada la carga y se asume que su valor es conocido e igual
a 0°. Por lo tanto, el desplazamiento en el extremo asume un valor determinista igual
ar? =r(0).

La representacion descrita en la Figura 2.5.a corresponde al enfoque deterministico
del andlisis de un sistema estructural, donde se asume que las variables de entrada
de un modelo son conocidas y aceptan un tnico valor. No obstante, de acuerdo
con lo descrito en la secciéon 2.2, es posible que exista incertidumbre respecto de
estos pardmetros de entrada. Retomando el ejemplo de la viga en voladizo descrito
previamente, considere esta vez que la magnitud de la carga aplicada es incierta y
que se caracteriza mediante un conjunto difuso . En tal situacién, la carga deja de
asumir un valor preciso y, en cambio, puede asumir una serie de distintos valores.
Esto se ilustra esquemdticamente en la Figura 2.5.b, donde se muestra la funcién de
pertenencia i5(6) asociada a 0.

190

Enfoque

determi- o' 0 0P
nista

Enfoque
difuso

FIGURA 2.5: Enfoques determinista y difuso para la respuesta en des-
plazamiento de una viga en voladizo a la que se aplica una carga 6°
en su borde libre.
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De esta figura, se observa que la carga 6 asume valores contenidos entre un limite
inferior 0! y un limite superior 07, existiendo distintos valores de pertenencia 5 pa-
ra distintos valores de 6. Note que estos limites y la funcion de pertenencia 4(6)
pueden obtenerse en base a muestras o mediante el conocimiento de expertos, co-
mo se expuso en la seccién 2.2. En vista de lo anterior, la respuesta de interés r del
modelo se vuelve una variable difusa 7. Por tanto, la respuesta r asume una serie de
valores comprendidos entre un limite inferior 7! y un limite superior r”, donde cada
valor de respuesta dentro de ese intervalo posee un cierto nivel de pertenencia y;(r),
tal como se presenta en la Figura 2.5.b. Las estrategias disponibles para hallar estos
limites se exponen més adelante.

La discusién anterior pone en evidencia que cuando se modela un problema de
mecénica estructural en el contexto del anélisis difuso, la respuesta estructural se
vuelve una variable difusa, con una funcién de pertenencia asociada. La forma que
adquiera la funcién de pertenencia ur(r) revela la sensibilidad de la respuesta de la
estructura ante la incertidumbre en los pardmetros de entrada un modelo. En este
sentido, la determinacién de la funcién de pertenencia asociada a la respuesta (1)
se convierte en un tema de suma importancia. Un enfoque para determinar esta
funcién de pertenencia consiste en utilizar la interpretacion de una variable difusa
como una coleccion de intervalos, tal como se discutié en la seccién 2.2. Para ello,
las funciones de pertenencia g (6;) asociadas a cada variable difusa 0; se analizan
para valores discretos de pertenencia &, conj =1, ..., 1., donde 1. indica el nimero
de niveles discretos considerados. Eso implica que para cada uno de esos niveles de
pertenencia «;, habra un intervalo asociado a cada variable 6;, es decir:

Qi,zxj = {91' €0;: 1g, (91-) > (Xj},i = 1,...,719,06]‘ € (0,1 (2.5)

En donde 0, ,; representa el conjunto posible de valores que 6; puede tomar para el
corte a; de la funcién de pertenencia, que en realidad es un intervalo cuyo limite
. . I L. . D

inferior es 6; 5 Y SU limite superior corresponde a 6; 5

Teniendo en cuenta que:

1. Para cada nivel de pertenencia «; considerado, hay un intervalo Bin, asociado
a cada variable de entrada, como se presenta en la Figura 2.6 a la izquierda.

2. Las funciones de pertenencia consideradas para los parametros de entrada son
convexas.

3. Existe una funcién continua entre los pardmetros de entrada y la respuesta,
dada por las Ecuaciones 2.3y 2.4,

Se observa que para un nivel de pertenencia «; dado, la respuesta de interés r estara
]

contenida en un intervalo Iy, con limites superior r(,l?j e inferior rij, como se muestra

en la porcién derecha de la Figura 2.6. Es decir,

rij = mein(r(ﬂ)),(?i €0inpi=1,...,m9 (2.6)
r,,l?j = mgix(r(@)),@i €0iai=1,...,m9 (2.7)
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Parametros de entrada

Analisis de intervalo
1g,(0) 0, >

para un corte igual a ¢;

\ 4

Respuesta de interés

FIGURA 2.6: Representacion grafica de la discretizacién para un nivel
de pertenencia «.

Dado que para cada nivel de pertenencia a; hay asociado un intervalo de la respues-
ta r,,, es posible determinar la funcién de pertenencia asociada a la respuesta de
manera aproximada. Esto se representa esquemaéticamente en la Figura 2.7, donde
la coleccion de intervalos de respuesta para distintos niveles de pertenencia «;, con
j=1,...,n permite aproximar la forma de dicha funcién de pertenencia. Asi, en la
Figura 2.7 se representan los intervalos de la respuesta r,, y r,, asociados a los nivel
de pertenencia a1 y &y, respectivamente.

FIGURA 2.7: Esquema de discretizacién a.
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2.4. Estrategias para cuantificar la respuesta difusa de siste-
mas estructurales

La descripcién anterior ofrece una idea general sobre cémo se puede determinar la
funcién de pertenencia y;(r) asociada a la respuesta difusa 7. De dicha descripcion,
se observa que la clave consiste en interpretar el problema de analisis difuso como
una coleccién de problemas de andlisis de intervalos. Para ello, el primer paso con-
siste en realizar un corte &; a las funciones de pertenencia asociadas a los 1y parame-
tros inciertos considerados. Esto permite obtener un intervalo Bin, asociado a cada
parametro incierto 6; para el corte «; en andlisis, como se expuso en la ecuacion 2.5.
Luego, con los 1y intervalos de entrada obtenidos y mediante andlisis de intervalos,
es posible estimar los limites de la respuesta del sistema para el nivel «; estudiado,
dando solucién a las ecuaciones 2.6 y 2.7. Indudablemente, el mayor desafio para
la implementacién practica consiste precisamente en cémo realizar estos andlisis de
intervalos.

A continuacién, se discuten las cuatro grandes lineas de estrategias que se han apli-
cado para realizar esta tarea. Se debe tener en cuenta que, por la explicacién dada
recientemente, las estrategias presentadas estdn descritas como herramientas para
sortear el problema de andlisis de intervalos, resultante de la evaluacién de un corte
(X]'.

2.4.1. Estrategias mediante aritmética de intervalos

El andlisis por medio de aritmética de intervalos se desarroll6 originalmente para
modelar la propagacién de errores de redondeo mediante célculos computarizados
[7]. En la actualidad, este tipo de anélisis se ha extendido a varias areas, siendo hoy
en dia ampliamente utilizado en el campo de la ingenieria civil. El trabajo de Degrau-
we et al. [4] muestra cémo se puede utilizar la aritmética de intervalos en el anélisis
de estructuras mediante el método de elementos finitos. En esta estrategia, una va-
riable incierta estd representada por un intervalo finito cerrado. Asi, los pardmetros
estdn completamente caracterizados por su limite inferior y superior, transformando
el andlisis de intervalo en una técnica atractiva cuando existe informacién limitada,
pues entrega una coleccién de posibles valores que puede tomar la variable de estu-
dio, sin distinguir entre ellos [4, 7].

Un intervalo escalar x se define por:

x={x|(x e R)(x! <x<xP)} (2.8)

Con x! el limite inferior y x el limite superior. En andlisis de intervalos, los calculos
se realizan mediante la aritmética de intervalos, la que se basa en la definicién de
las operaciones de suma (+), resta (—), multiplicacién (x) y divisiéon (/) que se
presentan a continuacion:

x+y=[x"+y', 2P +y"] (2.9)
x—y=[x"—yP,xP -] (2.10)

x X y = [min {xly!, xTyP, xPy!, xPyP}, max {x'y!, x'yP, xPy!, xPyP1] (2.11)
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1 1
s/y =5 | 5] 212)
Aun cuando algunas de las propiedades aritméticas que son validas para escalares se
mantienen para intervalos, como la conmutatividad y asociatividad (para la sumay
multiplicacién), otras no existen. Por formulacién, la aritmética de intervalo no posee
inversos multiplicativos ni aditivos, mientras que la propiedad de distributividad
estd presente de forma relajada y se manifiesta mediante la subdistributividad, que
so6lo asegura que el resultado de la operacién (x + y) x z es un subconjunto de (x x
z+y X z). Asi, se origina un problema de dependencia que surge debido a que
diferentes ocurrencias de una sola variable de intervalo se tratan como variables
independientes en una misma expresion [4, 7]. Este problema puede ser facilmente
explicado mediante el siguiente ejemplo.

Considere la funcién mostrada en la Ecuacién 2.13, para x = [1,2].

14«

; (2.13)

f(x)

Al evaluar f(x) considerando las operaciones descritas anteriormente, se obtiene:

1+[1,2]  [2,3]
y, = fx) = 2] [1,2]

=[1,3] (2.14)

Sin embargo, si se simplifica la Ecuacién 2.13 y evalda x en ella se obtienen el resul-
tado exacto:

1 1 1 3

Dado que se trabajé x de forma independiente en cada apariciéon en la Ecuacién
2.14, se produjo una sobre-estimacién del intervalo de resultado. Considerando que
la resoluciéon de problemas con MEF involucra un alto nimero de operaciones sobre
variables que suelen aparecer en reiteradas ocasiones, la representacién de varia-
bles inciertas mediante el uso de aritmética de intervalo no es recomendable para
resolver sistemas de ecuaciones lineales como los originados tras la etapa de mode-
lizacién [10].

De esta forma, un inconveniente importante de las variables de intervalo es que
sus resultados son muy conservadores [10, 18]. Para sortear este problema, algu-
nos autores proponen el uso de la aritmética afin, al permitir el seguimiento de la
dependencia entre variables. Para ello, se definen los intervalos en términos de un
elemento central mds las dependencias lineales en la variable de entrada y el término
de error correspondiente a las dependencias no lineales [4].

Otra variante de este método consiste en el uso de intervalos unitarios, propuesto
en [10]. Este enfoque asocia un intervalo unitario, a cada pardmetro incierto, lo que
permite realizar un seguimiento de las dependencias entre variables de intervalo en
las etapas de ensamblaje y solucién con el procedimiento de elementos finitos. Los
limites del intervalo y la respuesta estructural en términos de desplazamientos y ten-
siones se obtienen en forma cerrada aproximada, aplicando el método de Expansién
de Serie Racional de Intervalo [10] que proporciona una expresioén explicita aproximada
de la inversa de la matriz de rigidez del intervalo.
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2.4.2. Enfoque de optimizacién directa

El enfoque de optimizacién directa permite determinar el nivel inferior y superior
de la respuesta de un modelo, aplicando un algoritmo de bisqueda en el dominio
definido por el intervalo de entrada [18]. Si la bsqueda resulta exitosa, es decir, me-
diante el esquema de optimizacién se encuentran ambos limites, el algoritmo pro-
duce:

r(0) = {r(0) | (6.€ 0) A (r(6) = 7"K'(0)f(6)) } 2.16)

Donde r(0) es el intervalo obtenido, y 6 el vector de pardmetros inciertos contenidos
en el intervalo 6. De esta forma, la solucién de un problema de intervalo de elemen-
tos finitos se convierte en un problema de optimizacién (ver Ecuacién 2.17 y 2.18),
cuya funcion objetivo es el resultado del andlisis deterministico de elementos finitos
[18].

rl=minr(0) = 7' K"'(0)f(6) (2.17)
r? = mixr(6) = v K~ (0)f(6) (2.18)

En donde, ! e P denotan los limites superior e inferior hallados tras el proceso de
optimizacién, del intervalo resultante r. Segin Moens y Hanss [18] la funcién obje-
tivo muy a menudo exhibe un comportamiento suave con respecto a los parametros
inciertos, facilitando el procedimiento de optimizacién. Sin embargo, el proceso de
btsqueda no deja de ser costoso desde un punto de vista numérico. Lo anterior se
debe a que para encontrar los limites ! e rP, se requiere de la evaluacién exacta de la
funcién objetivo en cada punto de iteracién de la basqueda. Asimismo, el método de
optimizacion directa tiene la desventaja que se subestima el intervalo de respuesta,
pues el algoritmo aproxima el resultado del intervalo asociado a la respuesta desde
el interior [18].

2.4.3. Estrategias mediante modelos sustitutos

Para sortear el problema referente al costo numérico de la optimizacién directa, se
formularon diversas técnicas en que la funcién objetivo del desplazamiento es apro-
ximada mediante un modelo sustituto apropiado, al que se aplica la optimizacién
con un menor esfuerzo numérico. Asi, la respuesta de interés r(0) se reemplaza con
una respuesta aproximada 4 (6) [12]. Existen distintas estrategias que permiten for-
mular 74(0).

2.4.3.1. Expansion con series de Taylor

Las series de Taylor son aplicables en el andlisis difuso para determinar una aproxi-
macion a la respuesta de desplazamiento del sistema. Esto se debe a que permiten
representar una funcién como una suma de potencias en torno a un punto de expan-
sion, conformando un modelo sustituto que requiere un menor costo numérico [8].
La expansién de primer orden r! se presenta a continuacién:

r(0) ~ rt(0) = ro + i”,z‘ (6; — 69) (2.19)
i=1
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En donde 6° corresponde al punto de expansi6n escogido conforme un criterio ade-
cuado. Por ejemplo, el punto del intervalo asociado con un nivel de pertenencia uno.
69 es el componente i-ésimo de 6%, 79 es el desplazamiento evaluado en el punto de
expansion, mientras que 7 ; denota la derivada parcial de r respecto a §;, evaluada en
6°. La derivada r; puede ser obtenida mediante procedimientos analiticos, tal como
se describe en [8], cdlculo que se detallard en breve. Mediante estrategias de opti-
mizacién, es posible hallar los valores maximos y minimos para rl, considerando
que la funcién objetivo mostrada en las Ecuaciones 2.17 y 2.18 corresponderia, en
el caso de la expansion de primer orden, a una recta. La Figura 2.8 a la izquierda
muestra la aproximacién de primer orden r (recta en color rojo) obtenida tras apli-
car la expansién presentada en la Ecuacién 2.19 a 7(0) en torno al punto (6°,7°). Si
se aplica un esquema de optimizacién, como el presentado en la seccién 2.4.2, es po-
sible encontrar los limites superior 7P e inferior ! para la respuesta . Sin embargo,
si se consideran términos de mayor orden en la expansioén, la precisién del método
puede mejorar. Este efecto se muestra en la porcién derecha de la Figura 2.8, donde
la curva verde representa la expansién de segundo orden de Taylor 72, en torno al
mismo punto (0°,7°) para la respuesta r(0). Para esta aproximacién, los limites r! e
rP también pueden obtenerse mediante estrategias de optimizacién. En dicha figura
se observa claramente que los limites r! e r”, hallados al considerar como funcién
objetivo a la aproximacién de segundo orden, son més cercanos que los encontrados
con la aproximacién de primer orden r. La expansién de segundo orden r? para la
respuesta de desplazamiento viene dada por:

r(8) ~ r2(9) (2.20)
= o+ Xy 1 (6 — 69) + LY T v (6 — 60) (9]. _ 9}0) :

Donde la notacion es idéntica que para la expansion de primer orden y 7 ;; denota

la derivada parcial de segundo orden de r respecto a 0; y 6; evaluada en 6°. Las
expresiones para obtener r; y 7 ;; se presentan en [8].

r(0) r(6)

—Funcién exacta —Funcién exacta

— Aproximacién de primer orden — Aproximacién de segundo orden
7,1)
T'O ,,,0

7
7“1
0 0
01 0() t4)/) ! 0() 0D

FIGURA 2.8: A la izquierda, aproximacion de primer orden. A la de-
recha, aproximacién de segundo orden con series de Taylor para el
punto de expansién (6°).
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Identificar el 6ptimo no es un proceso sencillo en expansiones de orden superior,
como la presentada en la Ecuacién 2.20. Esto se debe a que la aparicion de términos
cruzados en la expresién aproximada hace que el problema de optimizacién deje de
ser lineal. Debido a lo anterior, trabajos como el de [19] excluyen estos términos.

Para la ejecucion de estos métodos sustitutos, que plantean una aproximacion de
la respuesta, es necesario calcular la sensibilidad de la respuesta estructural [20] con
respecto a los pardmetros inciertos considerados. El andlisis de sensibilidad busca
establecer la relacién que existe entre los pardmetros de disefio y la respuesta de la
estructura, por lo que permite explicar qué le sucede al sistema estructural frente a
variaciones en la magnitud de dichos pardmetros.

La sensibilidad para un problema estatico modelado con MEF, se obtiene derivando
la ecuacién de equilibrio 2.3, mediante el método directo descrito en [20], respecto a
la coleccién de parametros inciertos 8;,i = 1,...,ng. De donde,

u(6) +K(9)agé?) = ag((;) (2.21)

Despejando el término que contiene la derivada parcial del vector de desplazamien-
tos, respecto al pardmetro incierto 8;, se tiene que:

u(6) f(6) IK(6)

K(0) T 20, u(0) (2.22)
Multiplicando a la izquierda por la inversa de la matriz de rigidez del sistema, se
obtiene: 2u(6) 2f(8) aK(6)
u®) _
0 K~ (6) < 30, 20, u(6)> (2.23)

Donde 0u(0)/06; denota la derivada parcial de primer orden del desplazamiento u
respecto al pardmetro incierto §;, K~!(8) representa la inversa de la matriz de rigidez
del sistema, o f (9) /96; corresponde a la derivada parcial de primer orden del vector
de cargas f respecto a 0;, y dK(6)/96; denota la derivada parcial de primer orden
de la matriz de rigidez K con respecto a 6;. Note que se obtienen ny derivadas del
vector de desplazamientos, una por cada pardmetro incierto considerado.

2.4.3.2. Redes neuronales

Otro tipo de modelos sustitutos corresponden a los que incorporan redes neuronales
para predecir la respuesta de interés [14, 21, 22]. Las redes neuronales artificiales con-
sisten en unidades simples de procesamiento de informacién llamadas neuronas y
enlaces de transferencia de informacién entre las neuronas, mediante las conexiones
sindpticas. En la forma bdsica de una red de alimentacién, las conexiones sindpticas
transfieren sefiales capa por capa en una determinada direccién a través de la red
[22].

En el estudio de sistemas estructurales se han incorporado distintos tipos de redes
neuronales. Las redes de alimentacién hacia adelante (Feed Forward) han sido apli-
cadas para la descripcién del médulo de elasticidad de los materiales, y correspon-
den a una red de base radial (Radial Basis Network), como la que se muestra en la
Figura 2.9.a, en que todos los nodos estdn completamente conectados y la activa-
cién fluye de la capa de entrada (en naranja) a la de salida (en morado), sin bucles
de retorno, existiendo una tinica capa entre la entrada y la salida, denominada capa
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oculta (en verde) [23]. Con el avance computacional, este tipo de redes evolucion6
para admitir més de una capa de oculta y, con ello, mejorar el proceso de aprendiza-
je automadtico. Asi, se conformaron las redes neuronales de avance profundo (Deep
Feed Forward), cuyo esquema se expone en la Figura 2.9.b, para una red que admite
dos capas ocultas.

o
Neurona de Neurona
entrada recurrente
Neurona Neurona
— I~ N oculta de salida

FIGURA 2.9: Tipos de redes neuronales. a) Red de Base Radial (RBN).
b) Redes Neuronales de Avance Profundo (DFF). c¢) Red Neuronal Re-
currente (RNN).

Otro tipo de redes aplicadas al analisis de sistemas estructurales corresponde a las
redes neuronales recurrente (Recurrent Neural Network). La Figura 2.9.c muestra un
esquema representativo de este tipo de configuracién donde existen capas recurren-
tes (en celeste) compuestas de neuronas capaces de alimentarse de la informacién
obtenida de iteraciones anteriores. Por ejemplo, en el trabajo desarrollado por [14]
se implementaron RNN para predecir el asentamiento durante la construccion de
taneles en tiempo real, dada la ventaja de utilizar celdas recurrentes al permitir in-
corporar la dependencia temporal.

2.4.3.3. Modelos de base reducida

Un modelo de orden reducido permite encontrar la respuesta aproximada en térmi-
nos de desplazamiento u*(0) mediante la representacién del sistema con una ba-
se reducida ® de menor dimensién que la original (n; x n,), dependiente de los
pardmetros inciertos 6 [12]. Esto es,

u(0) ~ u™(0) = ®B(0) (2.24)

Donde ®, es una matriz cuyas columnas son ¢,;, i = 1,..,1n, y B es un vector de
n, X 1 cuyos componentes dependen de los pardmetros inciertos. El procedimiento
especifico para construir la base reducida ® se explica més adelante.

Proyectando la ecuacién de equilibrio 2.3 en la base reducida ®, utilizando un crite-
rio tipo Galerkin [24] se tiene que:

Kr(0)B(0) = fr(6) (2.25)
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En donde K (0) es la matriz de rigidez del sistema reducido, que viene dada por:

Kg(0) = ®'K(0)® (2.26)

Y f(0) es el vector de cargas reducido:
fr(8) = @7f(6) (227)

De esta forma, se busca obtener B(6), despejando de la Ecuacién 2.25. En esta ecua-
cién, se observa que la matriz de rigidez reducida K (0) tiene dimensién n, x n,.
Como habitualmente n, << ny , resolver el sistema de ecuaciones 2.25 es mucho
mas conveniente, desde el punto de vista numérico, que resolver el sistema de ecua-
ciones del problema original presentado en la Ecuacién 2.3. Una vez hallado B(6),
es posible obtener la respuesta aproximada r* en términos de desplazamiento. Esto
es,

r(6) = r*(0) = v ®B(6) (2.28)

Si se observa la Ecuaciéon 2.28, la precisién del método se ve influenciada por la
base reducida ®, la que puede estar conformada por el vector de respuesta més sus
derivadas de primer y segundo orden, evaluadas en el punto de expansién 6°:

® = orth ([u (69), 2 (@) (BO)D (2.29)

0, a6,

Donde orth (X) denota la ortogonalizacion sobre el espacio de columna de X. El
punto de expansién 8°, al igual que mediante el enfoque con series de Taylor, pue-
de considerarse como el punto para el cual su funcién pertenencia sea igual a 1.
El calculo analitico de las derivadas puede realizarse siguiendo el método directo
presentado por [20], que fue descrito en la seccién 2.4.3.1.

Los métodos sustitutos discutidos en esta seccién permiten estimar la funcién de
pertenencia de la respuesta con un menor costo numérico. No obstante, esta ganan-
cia en tiempo de computo tiene la desventaja de que sélo se obtiene la respuesta en
forma aproximada. De esta forma, surge la necesidad de monitorear el error para
mantener la calidad de la aproximacién. En el capitulo 4 se abordara en detalle este
problema.

2.4.4. Meétodo de transformacion

Esta metodologia fue desarrollada por Hanss [25] para propagar la incertidumbre
difusa a través de un modelo numérico. Para ello, Mg, se discretiza en N, intervalos
Qi,aj paraj = 1,.., N,. El esquema presentado en la Figura 2.10 muestra graficamente
el procedimiento para la aplicacion del método general de transformacién, para un
nivel especifico «;, considerando dos variables difusas de entrada 6, y 6>, donde la
secuencia de pasos se identifica con los cuadros grises enumerados.

Para el nivel a; mostrado en la Figura 2.10, hay un intervalo 01,4, y un intervalo 04,

asociado a los pardmetros de entrada 6, y 0, respectivamente. Cada uno de estos
intervalos se representa, de manera aproximada, a través de un niimero discreto de
puntos. Este proceso es ilustrado mediante los puntos azules de la Figura 2.10.1. El
segundo paso de esta técnica consiste en realizar un disefio factorial, considerando
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las representaciones discretas de cada intervalo. Lo anterior se ejemplifica en la Fi-
gura 2.10.2. Esto implica que se analizan todas las combinaciones posibles de los va-
lores de entrada contenidos en la representacion discreta de un intervalo. Para cada
punto del disefio factorial, se calculan todas las respuestas r(-) mostrada mediante
flechas segmentadas en la Figura 2.10.3. Estas respuestas conforman una coleccién
de puntos discretos como los presentados en la Figura 2.10.4. Luego, los intervalos
de salida se obtienen tomando el mdximo y minimo de las respuestas obtenidas del
paso anterior. Finalmente, la variable de salida difusa 7 se compone a partir del in-
tervalo de salida Tajs acotado por dichos limites, para el nivel especifico «; analizado.
Esto ultimo es presentado en en la Figura 2.10.5.

FIGURA 2.10: Esquema metodoldgico del enfoque de transformacién
para un nivel de pertenencia «;, aplicado a dos variables difusas 6 y

05, con una funcién de respuesta r(-), para el calculo de la respuesta
difusa 7.

2.5. Conclusiones del Capitulo 2

En el capitulo 2 de este estudio se present6 la teoria de conjuntos difusos y anali-
sis de intervalos, junto a las estrategias existentes para incorporar la incertidumbre
epistémica en sistemas estructurales lineales mediante el uso del MEF. Las distintas
metodologias descritas en el estado del arte estan limitadas al no admitir que los
pardmetros inciertos puedan tener dependencia espacial. La estrategia propuesta en
este trabajo, explicada en detalle en el capitulo 3, permite suplir esta deficiencia, la
que posteriormente serd acoplada, en el capitulo 4, a un modelo reducido como el
descrito anteriormente para abordar el alto costo computacional asociada los méto-
dos de optimizacion.
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Capitulo 3

APROXIMACION DE LA
RESPUESTA MEDIANTE
CAMPOS DIFUSOS

3.1. Introducciéon

La caracterizacion de los parametros de entrada por medio de variables difusas, co-
mo las descritas en la seccién 2.2, asume que las variables en estudio solo se ven
afectadas por la incertidumbre epistémica. Esto se ilustré con el ejemplo de la vi-
ga en voladizo mostrado en la Figura 2.5b, en el que la carga aplicada es incierta
y se caracteriza mediante un conjunto difuso 8, que tiene asociada una funcién de
pertenencia 5. Sin embargo, para otras variables, como las propiedades del suelo
de fundacién, ademds de la incertidumbre epistémica, el valor que asumen estos
parametros puede depender de la ubicacion espacial, es decir, la magnitud de la va-
riable incierta es también funcién de la geometria del espacio que se tiene. Asi, en
este capitulo se introduce el concepto de campo difuso, a partir del concepto de cam-
po de intervalo [11, 26], como una herramienta para caracterizar la incertidumbre de
variables que admiten dependencia espacial. La presencia de esta dependencia hace
necesario discretizar el dominio del modelo, de modo de proyectar la informacién
de los pardmetros inciertos al MEEF. Dicho lo anterior, en esta seccién se define la me-
todologia empleada para propagar la incertidumbre epistémica desde ubicaciones
discretas del espacio () al sistema estructural; y, por ende, a la respuesta.

3.2. Campos difusos

Considere que la variable ¢ es incierta y depende de la coordenada espacial x, esto
es denotado por ¢(x), donde x estd contenida en el dominio () y tanto la coordena-
da espacial x como el dominio (2 dependen del modelo numérico en estudio. Asi,
la incertidumbre asociada &(x) puede describirse por el campo difuso &(x). Este se
construye a partir de la informacién disponible en n;, nodos cuya ubicacién dentro
del dominio Q) se denota como Xp,j, CON j =1,...,n, Considerando que el domi-
nio () es unidimensional, la Figura 3.1 muestra esquemadticamente la caracterizacién
del campo difuso &(x), donde se asume que se ha caracterizado la incertidumbre en
dos nodos: xp,1 y x3,2, vale decir, n, = 2. Note que para cada uno de estos nodos, el
parametro de entrada incierto ¢ se puede caracterizar mediante una variable difusa
&p,j, ala que es posible asociar una funcién de pertenencia y Gy (Gp,j),conj=1,2para
el ejemplo de la Figura 3.1. Esta funcién de pertenencia se asume convexa y se rige
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por la definicién dada en la seccién 2.2. Se debe tener en cuenta que ¢;,; denota el
valor del pardmetro incierto en el nodo xy ;.

Asi como la caracterizacién de una variable difusa por medio de funciones de per-
tenencia triangulares tiene la ventaja que requiere de escasa informacién para su
construccion, la caracterizaciéon mediante campos difusos también otorga el mismo
beneficio. Lo anterior se debe a que las funciones de pertinencia triangulares, asocia-
das a los puntos discretos x;, ; del dominio, quedan completamente definidas por los
valores de sus vértices como se mostro en la seccion 2.2 (ver Figura 2.1 a la derecha).

#e,Cn.1)

I

I

| 0. /-~ /\/gm
R Y e i S

| ,

1 L7

I

I

FIGURA 3.1: Representacion esquematica de las funciones de perte-
nencia para la variable difusa ¢.

El desafio de la aplicacién de un campo difuso esta en extender la incertidumbre
observada en los 1, nodos a todos los puntos que comprenden el dominio (). Note
ademds, que las funciones de pertenencia iz, (5p1) ¥ Hg, , (2) presentadas en la Fi-
gura 3.1, también pueden discretizarse para un nivel de pertenencia especifico a, tal
como se definié para una variable difusa. Ampliando estos conceptos ya definidos
para un campo difuso, se tiene que para un nivel de pertenencia &« dado, el campo
difuso se reduce a un campo de intervalo ¢ _(x), el que ha sido estudiado por [11, 26].

Un campo de intervalo ¢ _(x) se define por:

p

&) =} (% X0)E, (3.1)

j=1 -
Donde X, es una matriz cuyas columnas contienen los vectores de ubicacién de los

nodos xpj,conj=1,...,n ¢, . eselintervalo asociado a la variable difusa 5 en la
b.j b 5

ubicacion x;,; para el nivel de pertenencia «; y 1;(-, ) denota las funciones base, que
se definen segtn la siguiente ecuacién:

w]‘ (x, xb,]-)
Y wjy (%, x,)

¥i(x, Xyp) = Ji=1m (3.2)
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En donde w;(-, -) es la funcién de peso definida por:
1
wi(x,xp;) = —— (3.3)
/ / (d(x, xb,]-))p

Donde d(x, x;, ;) es la medida de distancia considerada (p.ej. la distancia Euclidiana)
entre x y xp; y p €8 un nimero real positivo. Si se observa la Ecuacién 3.1, se tiene
que el campo de intervalo en una ubicacién arbitraria x se expresa mediante la suma
ponderada de los intervalos ga (xb,j) en las ubicaciones x;;, con j = 1,...,n,. Note
que los pesos asignados a cada uno de los intervalos descritos anteriormente, se
determinan a partir de su correspondiente funcién base 1,le(x, Xp),conj=1,...,mn,
definida segtn la Ecuacién 3.2. Y, a su vez, estas funciones base dependen de las
funciones de peso, w]-(x, xb,j) conj=1,...,1n,. Como se muestra en la Ecuacién 3.3,
la funcién de peso corresponde a la funcién de ponderacion de la distancia inversa, que
fue introducida por [27].

Xp2

FIGURA 3.2: Representacion esquematica del campo de intervalo re-
sultante para un nivel de pertenencia « para el campo difuso ¢, con-
siderando dos nodos.

Considere el caso particular en que 1, = 2 y el dominio () es unidimensional, co-
mo se ilustré con la Figura 3.1. El campo de intervalo resultante para un nivel de
pertenencia a para el campo difuso &, bajo los nodos y espacio descritos previamen-
te, es esquematizado en la Figura 3.2. Para un corte «, cada funcién de pertenencia
Mg, (Go1) Y Me,,(Cv2) (ambas en color celeste en la figura), se discretizan en los in-
tervalos gb,l,ﬂé y lem. Estos intervalos se representan graficamente con las flechas
verdes de doble sentido. Note que la aplicaciéon de la funcién de peso de la Ecua-
cién 3.3 permite obtener los intervalos en ubicaciones distintas a los nodos. Es decir,
mediante la funcién de peso es posible inferir el intervalo asociado a la variable de
entrada para una posicién arbitraria x € (). Esto tltimo es representado por el area
roja de la Figura 3.2, que muestra los intervalos resultantes para x;; < x < x5,
donde ¢! (x) corresponde al limite inferior y &P (x) corresponde al limite superior
del campo de intervalo ¢ _(x).
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La accién de la funcién de peso también puede visualizarse mediante el siguiente
ejemplo. La Figura 3.3 muestra el campo de intervalo obtenido tras considerar que la
propiedad estructural ¢ de una viga, de longitud 10 [m], estd sujeta a incertidumbre
espacial. Considere que se definieron dos nodos en el dominio [0,10] en x; = 2y
X2 = 6 [m], en los que se asume que el valor de ¢ es conocido y fluctaa entre [176,198]
para la posicién x; = 2 [m], y varia entre [184, 193] para la posiciéon x, = 6 [m]. La
parte de arriba de la Figura 3.3 muestra el limite superior (en naranja) e inferior (en
azul) del campo de intervalo resultante. La porcién inferior de la figura representa
las funciones base calculadas segtin la funcién de peso de la Ecuacién 3.3 para un
valor de p = 2. Note que la funcién base (x) alcanza el valor 1 para la posicién
x1 = 2 [m] y 0 para x, = 6 [m], mientras que para la funcién base ¢»(x), ocurre lo
contrario.

200

—5;(1')
—¢7(2)]
3 190
up
180 - :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Largo de la viga z en [m]
1
—i(z) |
. —a(x)
S0.5- i
=
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Largo de la viga z en [m]

FIGURA 3.3: Arriba, ilustracién del esquema de interpolacion del in-

verso de la distancia para p = 2, considerando el campo resultante al

utilizar 2 intervalos escalares. Abajo, resultado de las funciones base
interpoladas para 2 puntos de control en el dominio.

3.3. Discretizacion del campo difuso

Con el ejemplo de la viga en voladizo de la Figura 2.5 se ilustr6 el efecto sobre el
modelo de considerar una variable como incierta. Sin embargo, el esquema meto-
dolégico para incluir pardmetros que, ademads de ser inciertos, dependen de alguna
coordenada espacial es ligeramente distinto a lo expuesto en la secciéon 2.2. Como
se esboz6 con anterioridad, tanto los campos de intervalos como los campos difusos
permiten caracterizar la incertidumbre asociada a una cantidad ¢(x) en cualquier
ubicacion () del dominio en estudio. Para ilustrar este punto considere el esquema
de la Figura 3.4, que considera dos sistemas estructurales sencillos a los cuales se
desea dar solucién mediante MEF. La Figura 3.4.a muestra una viga en voladizo en
cuyo extremo libre se aplica una carga puntual. Note que la viga se puede represen-
tar como un elemento unidimensional. La viga es discretizada con dos elementos
finitos de igual longitud (vale decir, el niimero de elementos 1, = 2) conformados
por dos nodos, donde cada elemento es denotado por (-). Para aplicar el método de
elementos finitos, es necesario que tanto el elemento (1) como el elemento (2) tengan
asociadas las propiedades geométricas y de los materiales, asi como las condiciones
de carga a las que estd sometido el sistema. En el caso en que, por ejemplo, una
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propiedad de los materiales sea representada mediante un campo difuso, se hace
necesario establecer cémo dicha propiedad se representa de manera discreta a nivel
de cada elemento. Una manera de realizar esta discretizacién corresponde a aplicar
el método del punto medio [28], que consiste en asumir que estas propiedades, den-
tro de un determinado elemento finito, se pueden describir completamente por su
valor en el centroide de dicho elemento finito, cuya coordenada se denota por xc 4,
cong =1,...,n,.. Enla figura, el centroide de cada elemento finito es representado
por un punto rojo: xc,; para el primer elemento y xc, para el segundo.

X1 Xc2
[©, @ O o]
(1) @) \Q
|—» X

FIGURA 3.4: Discretizaciéon del espacio (). a) Discretizaciéon unidi-

mensional (1D) de una viga en voladizo con elementos finitos de dos

nodos. b) Discretizacién de un elemento bidimensional (2D) con ele-
mentos finitos de 4 nodos.

Considere ahora la Figura 3.4.b que presenta una placa bidimensional sobre apoyos
articulados y bajo la accién de una carga distribuida. Note que al igual que para el
caso unidimensional, este sistema se puede discretizar en 7, elementos finitos, pero
que ahora corresponden a elementos cuadrildteros de 4 nodos. Se considera que una
o mas propiedades de la placa son inciertas y pueden estar modeladas mediante un
campo difuso. De donde, es necesario discretizar el campo difuso para proyectar es-
ta informacién a cada elemento finito para aplicar el MEF, tal como se explicé con el
caso de la viga en voladizo anteriormente. Por ende, para cada uno de los elemen-
tos finitos que comprende el modelo, se puede asumir que las propiedades inciertas
pueden ser caracterizadas por su valor correspondiente en el punto medio de dicho
elemento. En la figura, se destaca en rojo el elemento finito (1) con su respectivo cen-
troide xc 1. Se debe tener en consideracién que esta forma de representacion puede
extenderse a elementos de méas dimensiones. Indudablemente, la calidad de la res-
puesta obtenida tras discretizar el modelo dependera de la seleccion del ntiimero de
elementos finitos y su ubicacién dentro del dominio ().
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El ejemplo descrito previamente pone en evidencia que cuando se modela con ele-
mentos finitos, se trabaja el sistema estructural de forma discreta. Por ende, al consi-
derar que un parametro de entrada puede caracterizarse mediante un campo difuso
&, como el descrito en la seccién anterior, surge la necesidad de traspasar la infor-
macién contenida en la discretizacién del campo difuso a los elementos finitos del
modelo. Suponiendo que la malla de elementos finitos es lo suficientemente refina-
da, se asume que este pardmetro de entrada adquiere un valor constante dentro de
cada elemento. En particular, se considera que la propiedad ¢(x) dentro de un de-
terminado elemento finito de un modelo se puede describir completamente por su
valor en el centroide de ese elemento finito, tal como se explicé recientemente.

Matematicamente, lo anterior puede expresarse como:

S(x) =C(xcy) x€Qyq=1,...,1 (3.4)

Donde xc es el centroide del g-ésimo elemento finito del modelo, (); denota el
dominio asociado al g-ésimo elemento finito y n, corresponde al ntiimero total de
elementos finitos del modelo. De esta forma, la aplicacion del método del punto me-
dio implica que el desafio de capturar la incertidumbre espacial de una propiedad,
asociada a un determinado sistema, se reduce a monitorear el comportamiento de
ésta en los centroides de cada elemento finito. En otras palabras, la incertidumbre en
el pardmetro ¢ estd representada por un vector ¢ de dimensién 7, x 1, que permite
almacenar todos los valores que asume el pardmetro incierto ¢ en las ubicaciones de
los centroides del sistema. Es decir,

Ec=1lci, - Ccn)” (3.5)

Considerando lo ya expuesto en la Ecuacién 3.1, se tiene que el valor que asume el
vector ¢ depende de las magnitudes inciertas que el parametro ¢ adquiere en los 7,
puntos de control. Esto es,

&c =¥ (Xc, Xp)E, (3.6)

Donde X es una matriz cuyas columnas contienen las coordenadas nodales de cada
centroide de los elementos finitos del modelo; ¥ (X, X}) es una matriz de dimen-
sion n, x ny, definida por:

Pr(xc1, Xp) oo Pu,(xc1, Xp)

¥ (Xc, Xp) = (3.7)

Y1(xcn,, Xp) oo P, (XC o, Xp)

Y ¢, es un vector de dimensién 1, x 1 que contiene los valores del pardmetro incierto
en cada punto de control, es decir:

&y = [Cb1s- - Com,] r (3.8)

Para ilustrar lo anterior, observe el esquema de la Figura 3.5, que considera el ele-
mento finito (1) del ejemplo de la viga en voladizo de la Figura 3.4.a. Asuma que
existe un dnico pardmetro de entrada incierto caracterizado por el campo difuso
(f, del cual se conoce informacién en las ubicaciones x;1 y X . Estas coordenadas
dentro del elemento finito se representan con puntos celestes. Note que dichas ubi-
caciones no coinciden con la posicién del centroide del elemento, denotado por xc 1



Capitulo 3. APROXIMACION DE LA RESPUESTA MEDIANTE CAMPOS

DIFUSOS 27

(e ilustrado por el punto rojo), que corresponde a la coordenada de interés. Sin em-
bargo, observe que la representacion discreta del campo difuso mediante intervalos,
para un nivel de pertenencia « dado, permite proyectar al centroide la magnitud
del parametro ¢. Esto se debe a que es posible obtener el intervalo asociado a cual-
quier ubicacién entre x5 1 y X3 aplicando la formulacién recientemente descrita. Lo
anterior, permite propagar la incertidumbre desde los 1, puntos en los que se ha
caracterizado la incertidumbre del pardametro de entrada, hacia cada uno de los 7,
elementos finitos del modelo numérico. En la figura, la proyeccién es representada
por la flecha roja segmentada, mientras que el intervalo asociado al centroide se re-
presenta con la flecha roja de doble sentido. Esta proyeccién se realiza mediante la
Ecuacién 3.6, que aplica las funciones base p; definidas a partir de la funcién de peso
w;. Gracias a estas funciones, es posible proyectar a los centroides de cada elemento
finito la informacién contenida en los 7, nodos donde la incertidumbre ha sido ca-
racterizada. Esto se obtiene al considerar como medida de distancia en la Ecuacién
3.3 la existente entre la coleccion de centroides, tal como se observa en la Ecuacion
3.7. De donde, mientras mds cercano se encuentre un centroide especifico a un no-
do arbitrario del dominio (), la funcién base ¥; evaluada en ese centroide tendera a
uno, es decir, el respectivo elemento finito asumird como magnitud del pardmetro
de entrada el valor definido para dicho nodo. Esto tdltimo puede observarse en el
ejemplo de la viga mostrado en la Figura 3.3.

Parametro de entrada

HE(E, X)

— | Proyeccion al centroide

l

Elemento finito 1D

§(x)

FIGURA 3.5: Representacion esquematica de la proyecciéon del campo

de intervalo resultante para un nivel de pertenencia «, para el cam-

po difuso &, considerando dos nodos con informacién y un elemento
finito 1D representado por su centroide.

Asi, el procedimiento para asignar las propiedades a cada elemento del MEEF, to-
mando en cuenta que una o mas propiedades se representan a través de un campo
difuso, puede resumirse como se presenta a continuacion:

1. Se define un nivel de pertenencia a para el cual el campo difuso se reduce a un
campo de intervalos. Este proceso es ilustrado en la Figura 3.5.
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2. Se define la malla de elementos finitos asociada a la estructura modelada. Para
cada elemento, se asigna su centroide, tal como se observa en la Figura 3.4.

3. Se obtienen los intervalos asociados al nivel de pertenencia « en cada punto de
control (denotados por las flechas verdes de la Figura 3.5).

4. Se calculan las distancias Euclidianas entre los centroides contenidos en la ma-
lla del MEF, y los nodos donde se dispone de informacién del parametro in-
cierto de entrada (caracterizado como variable difusa), aplicando la Ecuacién
3.3.

5. Se aplica la funcion de peso al dominio generado en (4) y calculan las funcio-
nes base asociadas a cada nodo, como se ilustra en la Ecuacién 3.7.

6. Con las funciones base de la Ecuacion 3.6, se obtiene el intervalo asociado a los
centroides dentro del dominio (). Esto permite obtener los limites dentro de
los cuales se encuentra la propiedad del modelo para dicha ubicacién.

Tras realizar la proyeccion, es posible aplicar lo discutido la seccién 2.2 para obtener
la funcién de pertenencia asociada a la respuesta. Esto se discute con mas profundi-
dad en la siguiente seccién.

3.4. Respuesta estructural difusa de sistemas lineales con in-
certidumbre espacial

Considere un sistema estructural modelado con elementos finitos, cuyos pardmetros
estructurales pueden representarse mediante variables y campos difusos, y donde
las solicitaciones de la estructura estdn caracterizadas tinicamente por variables di-
fusas. Note que esto implica que sélo los pardmetros estructurales admiten depen-
dencia espacial. Cabe destacar que, por simplicidad, no se consideré la representa-
cién de las solicitaciones por medio de campos difusos. No obstante, la metodologia
propuesta si puede extenderse para su aplicacion.

Bajo la accién de cargas estaticas, la ecuacién que permite determinar la respuesta de
un sistema lineal en funcién de sus pardmetros estructurales y condiciones de carga,
para los n; grados de libertad de la estructura es:

K(6,8,)u(6,¢,) = f(0) (3.9)

Donde K(6, §,) denota la matriz de rigidez asociada a las propiedades del sistema
de dimensién n; x ng; f(0) es un vector de n; x 1 que representa el vector de car-
gas externas, y u(0,¢,) corresponde al vector respuesta del sistema de dimensién
ng x 1. Considere ademas, que la matriz K(6, {,) admite la siguiente representacion
paramétrica:

nK
K (6,8,) = Ko+ ) Kipi (6,3)) (3.10)
k=1
En donde, Ky, k =1, ..., 1, son matrices de dimensién n; x 1y que no se ven afecta-
das por los parametros de entrada inciertos 0 o §,; y px(0), k =1, ..., 1 son funcio-
nes escalares que dependen de los pardmetros de entrada 8y ¢,,.

Tal como se formul6 para el caso en que los pardmetros de entrada son represen-
tados por variables difusas, la respuesta asociada a un grado de libertad especifico,
al considerar la caracterizacién con campos difusos, estara dada por lo definido en la
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Ecuacién 2.4, pero considerando que la respuesta estructural ahora estd en funcién
de 8y g, Esto es:

r(6,&,) =7 u(6,&,) (3.11)

Note que la respuesta de interés r(0, §,) depende de los valores que asumen 0y ¢,
como se muestra en las Ecuaciones 3.9 y 3.10. Por ende, la respuesta en si se convierte
incierta y posee un conjunto difuso 7 asociado al que se puede asignar una funcién
de pertenencia p;(r), al igual que como se estudi6 para el caso de la caracterizacion
con variables difusas.

Por tanto, para cada nivel de pertenencia a;, con ! = 1,...,n., la respuesta de in-
terés r esta contenida en un intervalo r,, :
O G »
Kﬂél - [rﬂqfrﬂé[] (312)
Con r}, y ry los limites inferior y superior de r,, respectivamente. Estos limites se
obtienen resolviendo los problemas de optimizacién de las Ecuaciones 3.13 y 3.14.

s :rggn (r(8,8,)), 0 € 0y i =119, Eo; €8, =1, mp (3.13)

75b

by = Ly (314)

D . )
T, :%gx (r(6,84)), 0: € 0,4, i=1,...,m9, G €C
Sb
De donde, dado que para cada nivel de pertenencia «; hay asociado un intervalo de
la respuesta r, , es posible determinar de forma discreta la funcion de pertenencia de
la respuesta, tal como se ilustré para el caso en el que sistema admitfa tiinicamente
variables difusas (ver Figura 2.6 y 2.7).

3.5. Estrategias para cuantificar la respuesta difusa de siste-
mas lineales bajo campos difusos

En el capitulo anterior se presentaron distintas técnicas para incorporar la incer-
tidumbre epistémica en sistemas estructurales lineales bajo cargas estéticas. Estas
estrategias se abordaron considerando que no existe dependencia espacial de los
pardmetros inciertos. Es decir, se estudi6 el problema resultante de la caracterizacion
de los pardmetros de entrada mediante variables difusas. Asimismo, se enfatizé en
la importancia de representar de manera aproximada la funcién de pertenencia de la
respuesta, y de las ventajas que determinadas técnicas entregaban para su construc-
cién. Por otro lado, para abordar el caso en que estos pardmetros inciertos admiten
dependencia espacial, en la seccién 3.2 de este capitulo se introdujo la caracterizaciéon
de parametros inciertos mediante campos difusos. Lo anterior se realiz6 a partir del
concepto de campo de intervalo, tal que fuese posible obtener la respuesta estruc-
tural mediante una funcién de pertenencia que pueda construirse considerando las
técnicas disponibles en la literatura. Asimismo, en la seccién 3.3 se destacé la necesi-
dad de propagar la incertidumbre tomando en cuenta la discretizacién del dominio
() asociada al MEF.

Tras proyectarse el campo difuso al modelo estructural, el desafio se reduce a resol-
ver una coleccién de problemas de andlisis de intervalos, muy parecidos a los que se
expuso en la seccion 2.4. Esto tiltimo se debe a que para un corte «;, el campo difuso
se reduce a un campo de intervalos ¢_(x) que permite expandir, a cada ubicaci6n del
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dominio (), la informacién contenida en los 1; puntos de control. Para ello, se obtie-
nen los intervalos asociados al corte a; en cada punto de control x, j = 1,...,1.
Posteriormente, por medio de las funciones base presentadas en la seccién 3.3, se
propaga la incertidumbre alojada en los 1, puntos de control a los 7, elementos fini-
tos considerados en la discretizacién del modelo. Note que esto permite obtener el
intervalo asociado a cada elemento finito, el que se representé mediante su centroide
Xc,q, CON g = 1,...,n.; como mostré en la Figura 3.5. Luego, aplicando técnicas de
andlisis de intervalos es posible estimar los limites de la respuesta del sistema para
el nivel a; estudiado, dando solucién a las ecuaciones 3.13 y 3.14. Bajo esta linea, las
técnicas ya descritas en el Capitulo 2 pueden aplicarse para determinar la funcién
de pertenencia y;(r) asociada a la respuesta difusa 7.

A continuacion, se presentan las técnicas que se han considerado hasta ahora en la
literatura para resolver este problema. Estas corresponden a la optimizacién directa
y el método del vértice. Por la explicacion dada en el parrafo anterior, ambas técnicas
estdn descritas como herramientas para sortear el problema de andlisis de intervalos
resultante de la evaluacion de un corte «;.

3.5.1. Optimizacién directa

Para la cuantificacion de la respuesta estructural bajo campos difusos, la estrategia
de optimizacién directa permite determinar el nivel inferior y superior de la respues-
ta de un modelo de elementos finitos [11]. El proceso de optimizacién contempla el
mismo procedimiento que para el caso en que se consider6 la caracterizaciéon me-
diante variables difusas, aplicando un algoritmo de biisqueda en el dominio defini-
do por el intervalo de entrada de los pardmetros inciertos considerados. La respues-
ta dependiente de estas variables caracterizadas como variables difusas 8 o campos
difusos ¢;, para dicho intervalo es:

r(0,)={r©,&)| (0cong g rxecQ)A(r(6,8)=1"K"(6,8)f(6))}
(3.15)

Donde r (6, ¢,,) es el intervalo obtenido, 0 el vector de pardmetros inciertos conteni-
dos en el intervalo 0, y ¢, es el vector correspondiente a los pardmetros inciertos ca-
racterizados como campos difusos (dependientes de la coordenada espacial x € (2)
que estdn contenidos en el intervalo ;. Nuevamente, la solucién de un problema de
intervalo de elementos finitos se convierte en un problema de optimizacién, definido
por las Ecuaciones 3.16 y 3.17. Note que la funcién objetivo se obtiene de combinar
las Ecuaciones 3.9 y 3.11.

r= eeé?gle@r(e' &) =7'K(6,8,)£(6) (3.16)
= s, O 8) = v'K7H(6,5,)f(6) (3.17)

En donde, ! e rP denotan los limites superior e inferior hallados tras el proceso de
optimizacién, del intervalo resultante r.
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3.5.2. Meétodo del vértice

El método del vértice corresponde a un caso particular del método de transforma-
cion descrito en la seccion 2.4.4, que es aplicable cuando la funcién r(-) es monétona.
Esta estrategia fue introducida por [29] y permite propagar la incertidumbre difusa
a través de un modelo numérico. Este método proporciona un resultado exacto pa-
ra el problema de optimizacién, siempre que se cumpla la hipétesis de que r(-) sea
monoétona. Dicho problema es formulado a partir del andlisis de intervalos, al ser
un caso especial del enfoque de optimizacién descrito anteriormente. La Figura 3.6
esquematiza el procedimiento de aplicacién del método del vértice, para un nivel
especifico a, considerando un campo difuso ¢j; con un solo punto de control y una
Unica variable difusa 6;.

El primer paso para obtener la respuesta de interés 7, es discretizar en N, intervalos
las funciones de pertenencia de los pardmetros inciertos considerados en el anélisis
Mz, (Co1)y Hg (61). Asi, para un nivel de pertenencia especifico a, se obtienen los in-
tervalos ¢ b Y 0, ., respectivamente; los que se representan de manera aproximada

a través de los vértices del intervalo resultante. Este proceso es ilustrado mediante
los puntos azules de la Figura 3.6.1. El segundo paso consiste en realizar un disefio
factorial considerando los vértices, como se ejemplifica en la Figura 3.6.2. Luego, el
tercer paso corresponde a, para cada una de estas combinaciones, calcular las res-
puestas tras la evaluacion de la funcién r(-). Este punto es mostrado mediante las
flechas segmentadas en la Figura 3.6.3. Asi, el intervalo de salida r, queda definido
por los vértices obtenidos en el paso anterior, tal como se aprecia en la Figura 3.6.4.
Finalmente, la variable de salida difusa 7 se compone a partir de dicho intervalo para
el nivel de pertenencia @ como se observa en la Figura 3.6.5.

ﬂgb_,(fh,l) uAr)

gb,l
1A 1

W

FIGURA 3.6: Esquema metodolégico del método del vértice para un

nivel de pertenencia «, aplicado a la variable difusa 6; y al campo

difuso ¢, considerando una funcién de respuesta r(-) monétona,
para el cdlculo de la respuesta difusa 7.
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3.6. Conclusiones del Capitulo 3

En el capitulo 3 de este trabajo se introdujo el concepto de campo difuso, el que se
expuso como una herramienta para caracterizar parametros inciertos que admitieran
dependencia espacial. Se mostré la formulacién del problema de elementos finitos
considerando que las variables del sistema estaban representadas mediante campos
difusos. Para ello, se destac6 la necesidad de discretizar el espacio y propagar la
informacién contenida en ubicaciones discretas del MEF. Asimismo, se presentaron
las distintas metodologias disponibles en la literatura que permiten hallar la funcién
de pertenencia de la respuesta. En el préximo capitulo se abordara cémo sortear los
costos numéricos asociados a la aplicacién practica de esta metodologia.
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Capitulo 4

APROXIMACION DE LA
RESPUESTA MEDIANTE
MODELOS REDUCIDOS

4.1. Introduccion

En los capitulos previos se estudié como incorporar la incertidumbre presente en los
pardmetros de entrada de un sistema estructural lineal eldstico a un modelo de ele-
mentos finitos. Para ello, se expuso la teoria del andlisis difuso como una herramien-
ta adecuada para la cuantificacién de la incertidumbre alojada en las propiedades de
la estructura y condiciones de carga. Asimismo, se analizé cémo abordar el proble-
ma cuando las propiedades inciertas de la estructura dependen de una coordenada
espacial. En dicho caso, se propuso su caracterizaciéon por medio de campos difusos
y se detall6 el procedimiento de discretizacion de este, para incorporar su informa-
ciéon al MEF. Ambas estrategias para cuantificar la incertidumbre en los pardmetros
de entrada (variables y campos difusos) permiten propagar la incertidumbre a la
respuesta de la estructura, mediante la etapa de modelizacién.

Para propagar esta incertidumbre, se presentaron diversos enfoques que permiten
cuantificar la respuesta bajo variables y campos difusos. Sin embargo, la aplicaciéon
préctica de estas estrategias puede ser bastante costosa desde un punto de vista
numérico. Existe un costo sustancial en la formulacién del modelo de elementos
finitos, alojado en la discretizacion del campo difuso y el ensamblaje de las matrices
de rigidez, asi como en el calculo de su inversa para obtener la respuesta en des-
plazamientos. Asimismo, para hallar los limites superior e inferior de la funcién de
pertenencia de la respuesta (para un nivel de pertenencia determinado), los métodos
de optimizacién directa requieren de la evaluacién de la funcién objetivo en reitera-
das ocasiones. De donde, note que es necesario realizar la discretizacién del campo
difuso, el ensamblaje y calculo del la inversa de la matriz de rigidez para cada eva-
luacién de la funcién objetivo.

Una forma de sortear este problema corresponde al uso de un modelo aproximado
o sustituto como, por ejemplo, un modelo de orden reducido que permite proyectar
las ecuaciones de equilibrio del sistema completo en una base de menor dimensién
que la original [12]. En este capitulo se detalla la formulacién del modelo de orden
reducido considerando la caracterizaciéon de los pardmetros de entrada mediante
variables y campos difusos.
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4.2. Formulacion del modelo de orden reducido consideran-
do campos difusos

En la seccion 2.4.3.3 se introdujo el concepto de modelo de base reducida como una
herramienta para hallar la respuesta aproximada r%(8), para el caso en que se desee
incorporar la accién de un coleccién pardmetros inciertos 6 sobre un sistema estruc-
tural lineal eldstico. A continuacién, se presenta la formulacién de esta técnica exten-
diendo su aplicacién para el escenario en que se requiera caracterizar los parametros
de entrada, referentes a las propiedades de la estructura, como campos difusos segtin
lo expuesto en la secciéon 3.2. Tenga en cuenta que, en dicho caso, la incertidumbre
de estas propiedades se reduce a la informacién contenida en los puntos de control,
tal como se aprecia de la ecuacién 3.6.

4.2.1. Respuesta estructural difusa de sistemas lineales considerando un
modelo de orden reducido

Considere el modelo lineal estatico que se discuti6 en el Capitulo 3, representado
por la ecuacién 3.9. Este modelo admite 71y parametros inciertos que pueden ser ca-
racterizados por medio de variables difusas y 1, puntos de control que almacenan
todos los posibles valores que un pardmetro incierto ¢ puede asumir en los puntos de
control de una estructura. La respuesta aproximada en términos de desplazamiento
u?(0,&,), dependiente de las variables y campos difusos considerados, puede ser
expresada como la combinacién lineal de una serie de componentes conocidas. Es-
tas componentes constituyen la base reducida ®, cuya construccion se detallard en la
seccién 4.2.2. De donde, la expresion para obtener el desplazamiento aproximado
viene dada por:

u(6,&,) ~u™(6,&) = ®P(6,§,) (4.1)

Donde ®, es una matriz de dimensién n; X n, cuyas columnas se componen de los
vectores ¢;, i = 1,..., 1,y B(6,,) es un vector de 1, x 1 cuyos componentes depen-
den de los pardmetros inciertos. Para hallar u* (8, ¢,) es posible aplicar un proce-
dimiento de aproximacion residual ponderada [30]. Es decir, mediante la suma de un
determinado ntiimero de componentes se puede construir la respuesta aproximada
del sistema, donde estas componentes se alojan en la base reducida ®. Una forma
de realizar este procedimiento es aplicando métodos de Galerkin [31], los que han sido
ampliamente usados en el campo de los métodos de elementos finitos para el célculo
de la matriz de rigidez global de una estructura [30]. Estos métodos permiten con-
vertir un problema de operadores continuos (p. ej. sistemas descritos por ecuaciones
diferenciales) en un problema discreto, aplicando restricciones lineales determina-
das por conjuntos finitos de funciones base. Asi, la respuesta del sistema puede ser
aproximada por una suma finita de 7, componentes ¢,. Formulando la ecuacién de
equilibrio 3.9, que admite la caracterizacién de los pardmetros de entrada por medio
de variables y campos difusos, mediante la base reducida ® utilizando el método de
Galerkin (ver [24] para mayor detalle), se obtiene:

Kr(6,8,)B(0,%,) = fr(0) 4.2)

En donde Kz (6, {;,) es la matriz de rigidez del sistema reducido, que viene dada por:

Kg(6,&,) = ®'K(6,¢,)® (4.3)
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Y f(0) es el vector de cargas reducido:
fr(6) = @7£(6) (4.4)

Note nuevamente que esta formulacién admite la caracterizacién mediante campos
difusos tnicamente de las propiedades estructurales del sistema. En estas ecuacio-
nes, se observa que la matriz de rigidez reducida Kg(6, ;) tiene dimensién n, x n,,
y que el vector de fuerzas reducido f(8) tiene dimensién n, x 1 . Una vez pro-
yectada la informacién del sistema sobre la base reducida, el problema se reduce a
hallar B(6, ;) resolviendo la ecuacién 4.2. Esto resulta muy conveniente desde un
punto de vista numérico, pues involucra la resolucién de un sistema lineal de #,
ecuaciones. Por tanto, es posible obtener la respuesta aproximada r* en términos de
desplazamiento. Esto es,

1’(9, gb) ~ rA(Gr gb) = ’)/T(I),B(B, ‘:b) (4-5)

Observe que la precision del método se ve influenciada por la construccién de la base
reducida ®. Tras obtener la expresién para la respuesta de la ecuacién 4.5, es posible
aplicar un algoritmo de optimizacién, como se discutié en las secciones anteriores,
para determinar la funcién de pertenencia de la respuesta. Este procedimiento se
detalla en breve.

4.2.2. Construccion de la base reducida

Como se esboz6 con anterioridad, es de interés representar la respuesta del modelo
mediante una base reducida ®, que permita representar el sistema original con un
menor costo numérico. Existen diversas técnicas para la construccién de esta base
segun la literatura. Por ejemplo, el trabajo de [32] propone el método de snapshots
que utiliza la informacién de simulaciones completas pero para un grupo especifico
de muestras llamadas puntos clave. Para este método, la eleccién de estos puntos
clave es de suma importancia porque tiene un fuerte efecto en la precisiéon de la
respuesta. Asi, la elecciéon de una cantidad muy pequefia de estos puntos puede
producir soluciones inexactas. Y, por el contrario, si el nimero de puntos clave es
demasiado grande, la base sera grande, lo que reduce la eficiencia numérica.

Una alternativa mas econémica en términos computacionales y que incluye pardme-
tros inciertos, corresponde a la presentada en el trabajo de [33], que esta basada en las
estrategias de optimizacion presentadas por [34]. En este estudio, se propone cons-
truir la base reducida con la informacién de la sensibilidad de la respuesta bajo la
accion de la coleccion de pardmetros inciertos analizados. Para ello, es necesario rea-
lizar un tnico andlisis exacto del sistema y obtener las derivadas parciales de primer
orden del vector de desplazamientos, respecto a cada uno de estos parametros. Para
el calculo de dichas derivadas, note que la matriz de rigidez del sistema K(#, {;,) ad-
mite la representacion paramétrica de la ecuacion 3.10. De donde, las componentes
que constituiran la base reducida utilizada en esta propuesta se calculan derivando
la expresion de la ecuacion de equilibrio, como se mostré en la seccién 2.4.3.1.

Reemplazando la expresién paramétrica de la matriz de rigidez en la ecuacién de
equilibrio, se tiene que:

(Ko + ﬁKkpk (6, Cb)) u(6,8,) = f(6) (4.6)
k

=1
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1K
Kou (6,8,) + ) Kipx (6,8,) u (6,8,) = £ (6) (4.7)
k=1
De donde, la i-ésima derivada respecto a la coleccion de variables difusas 6, aplican-
do el método directo descrito en [20], corresponde a:

Bu Bé,‘b u(0,¢,)

ZK apk 6 gb) u(6,8,) + 20, ZKkPk (6,8) = af( ) (4.8)

Agrupando los términos semejantes,

J , 1K a 9

Reemplazando el término de la izquierda con la relacién de la ecuacion 3.10 para la
matriz de rigidez:

9 (6,8))
T,b (6,8y) =

ZK apk 9 gb) u(0,&,) (4.10)

Finalmente, despejando la derivada parcial del desplazamiento se tiene que:

MO8 k- og, ( - Lr ) (m)) @1

Realizando el mismo procedimiento para obtener la i-ésima derivada parcial del
desplazamiento respecto a la informacién en los puntos de control &, se obtiene:

ou (0, é‘b ZK apk (6,¢,) (6,8, +

ou(6,8,)
afsz = o, ZKkPk (0,&,) =0 (4.12)

Koy
aé =

Note que ahora la derivada parcial del vector de fuerzas respecto a §;; es igual a 0,
pues no depende del campo difuso. Esto en concordancia con el supuesto introduci-
do en la seccién 3.4.

Despejando el término de interés y reemplazando por la expresion de K(6,¢,), se
tiene que:

du (6, & P (6,
ugcbéb) (1<0+ k_zlxkpkw,gb) ,;K : "ag f” (6,5,) (4.13)

ou(0,&,) apx (0,&,)
*agblj =-K1(8,&) ZK %, 2 (6, ) (4.14)

Por tanto, las derivadas parciales del vector de desplazamientos estan dadas por las
ecuaciones 4.11 y 4.14.
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Asi, la base reducida ® se define por:
u <90, @‘2) u (60, @,‘2) ou (60, (;’2) u (90,;‘2)
® = orth u<90,§2), PR , P
89]_ aeng aéb,l agb/nh
(4.15)

Donde orth (X) denota la ortogonalizacién sobre el espacio de columna de X y el
punto de expansién (60, @,‘2) se considera como un vector compuesto por los valores
de los parametros inciertos asociados a una pertenencia igual a 1.

En el contexto de este estudio, la ortogonalizacién se realiza mediante una descompo-
sicion de valores singulares. Esta técnica en conjunto con otros métodos como el andli-
sis de componentes principales, correlacién canénica y sus variantes que consideran
ademads métodos de Kernel, permiten disminuir la dimensién de un sistema por me-
dio de la seleccién de un apropiado ntimero de vectores. La importancia de esta
clase de algoritmos radica en que el problema de los vectores propios proporciona
una forma eficiente de representar el sistema sin perder informacién valiosa. Asi-
mismo, otorga la ventaja de resolver o aproximar en forma competente el sistema,
utilizando una serie de técnicas ampliamente conocidas del dlgebra computacional
[35]. Los resultados numéricos informados en [33, 12] indican que el procedimiento
para calcular la base como se presenta en la ecuacién 4.15, conduce a aproximaciones
precisas de la respuesta del sistema.

4.2.3. Estimacion del error

La formulacién presentada recientemente permite predecir de forma aproximada la
respuesta del sistema, bajo la accién de pardmetros inciertos, con un costo numérico
mucho menor que el requerido por el sistema original. Esta ganancia es debido a
que la dimensién del modelo de orden reducido es mucho menor que la del sistema
inicial, es decir n, < n,4. No obstante, la aplicacién del modelo de orden reducido
permite inicamente obtener la respuesta de forma aproximada. De donde, es necesa-
rio monitorear el error asociado a 74 (0, &,) para asegurar una correcta aproximaciéon
de la respuesta.

El error producido por el modelo de orden reducido corresponde a:

e(6,&,) =r(6,&) —r*(6,&,) (4.16)

Indudablemente, para hallar e(6, ¢, ) no es conveniente aplicar la Ecuacion 4.16, pues
serfa necesario conocer el valor de la respuesta exacta r(6,¢,), la que como se dis-
cutié al inicio de este capitulo, tiene un elevado costo numérico. Para abordar esta
limitacion, en la propuesta desarrollada por [12] (basada en lo expuesto en [36]) se
formul6 como alternativa de medicion del error e(6, &, ), el calculo de la norma Eucli-
diana residual asociada a la ecuacién de equilibrio 3.9. Para ello, se evaltia en dicha
ecuacion la respuesta aproximada u#“ (6, &,) y se normaliza por la norma del vector
de fuerzas externas f(6).

Asi, la medida de error ¢(0, {;,) corresponde a:

o IKOE)A0,2) ~ £0)]
(0,8) = 7@ “17)
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En donde || - || denota la norma Euclidiana. Si bien el célculo de ¢(6, £,) representa
una aproximacion del error real cometido por el modelo de orden reducido, los re-
sultados de [36] y [12], indican que ofrece una alternativa sencilla para controlar que
el error ¢(0, §;) no crezca en demasia.

4.3. Estimacion de la respuesta difusa

A continuacién, se detalla el procedimiento para estimar en forma discreta la funcién
de pertenencia de la respuesta, por medio de esquema de optimizacién de niveles
«, expuesto en la seccion 2.3. Para ello, se considerard la formulacién del sistema
mediante un modelo de orden reducido como el presentado en la seccién anterior.
Asimismo, se explica la importancia del monitoreo del error.

4.3.1. Optimizacién considerando el modelo de orden reducido

Como se ha discutido a lo largo de este documento, es de interés estimar la funcién
de pertenencia de la respuesta y(r) de un sistema lineal elastico bajo la accién de
variables y campos difusos. La estimacion de y;(r) se puede realizar aplicando un
algoritmo de optimizacién directa como se mostré en la seccién 3.5.1, al dar solu-
cién a las ecuaciones 3.16 y 3.17 para los distintos niveles discretos de pertenencia
n. considerados. Note que si se modifica la funcién objetivo en dichas ecuaciones
por la expresion deducida para determinar la respuesta aproximada del sistema, el
problema se reduce a:

1A p A T

= m =4 P 4.1
r GEQAglegbr (6,¢,) = v ®B(6,5,) (4.18)
DA P A T

= m 0,8,) = ®B(6, 4.19
r eeg/\g,)(e§br< &) = v @B(6,¢,) (4.19)

A A . e e . .
Donde r'” y rP” son, correspondientemente, los limites inferior y superior aproxi-
.2 . . (e A
mados de la funcién de pertenencia para un nivel «; especifico. Note que (-)" de-

nota los limites de la respuesta aproximada. En esta propuesta, para determinar la

.. . . A A -
funcién de pertenencia de la respuesta, es decir, para hallar ' y rP*, se aplicé el

esquema de optimizacién Particle Swarm descrito en [37] considerando las modifica-
ciones sugeridas en [38, 39]. Este algoritmo encuentra el 6ptimo de un determinado
problema mediante la mejora iterativa de la solucién candidata. Para ello, considera
una coleccién de individuos llamados particulas, que se mueven por pasos a través de
una regién. En el contexto de este estudio, las particulas (también llamadas solucio-
nes) corresponden a los distintos valores que los pardmetros inciertos 6 y ¢, pueden
asumir, y la regién de bisqueda se encuentra delimitada por los limites superior
e inferior de cada pardmetro incierto, en un determinado nivel de pertenencia. El
algoritmo comienza creando enjambre de particulas a las que asigna posiciones y velo-
cidades iniciales. Luego, en cada paso, el algoritmo evaltia la funcién objetivo de cada
particula, vale decir, evalta los candidatos a 6ptimos en la expresién formulada para
obtener de la respuesta aproximada, p. €j. la funcién objetivo de la ecuacién 4.18 y
4.19. Tras esta evaluacion, el algoritmo decide la nueva velocidad de cada particula.
Las particulas se mueven y el algoritmo vuelve a evaluar otro candidato hasta ha-
llar los valores 6ptimos de los pardmetros inciertos que minimicen o maximicen la
respuesta, segtin corresponda.
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La explicacion anterior se esquematiza en la Figura 4.1, en donde por simplicidad
se muestra el caso en que se consideran tinicamente 2 pardmetros inciertos 6; y 65,
caracterizados por medio de variables difusas. Note que la region celeste correspon-
de al espacio de busqueda, el que estd delimitado por los limites superior e inferior
de cada pardmetro incierto, para un nivel de pertenencia especifico a;. Considere
que el algoritmo de optimizacién ya ha comenzado la btisqueda, es decir, que se
han asignado las posiciones y velocidades iniciales de todas las particulas del en-
jambre. La Figura 4.1 ilustra el proceso detras de la eleccién de la nueva posiciéon
de una particula especifica al aplicar el algoritmo de optimizacién Particle Swarm.
La primera parte de la figura muestra la solucién actual hallada en una iteracion del
esquema de optimizacién. Esta solucién es representada por la particula en color
gris. En esta etapa del algoritmo, la particula tiene asignada su velocidad actual que
se representa por la flecha segmentada del mismo color.
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FIGURA 4.1: Metodologia general del algoritmo de optimizacién Par-
ticle Swarm. (1) Posicién actual. (2) Bisqueda de la nueva posicién.
(3) Seleccién de la nueva posicién.

La Figura 4.1.2 representa el siguiente paso del algoritmo, donde el esquema de op-
timizacién evalta la funcién objetivo en la ubicacién de la particula gris, y de esta
forma, determina una nueva posiciéon candidata. Esta corresponde a la mejor solucion
individual y es representada por la particula azul. La flecha del mismo color sefiala
la nueva tendencia de movimiento de la particula gris, vale decir, la nueva veloci-
dad. Sin embargo, en paralelo al proceso de btisqueda de la particula gris, las demds
particulas consideradas por el algoritmo (denominadas vecinos) también realizaron
su buasqueda. Lo anterior implica que cada una de las particulas del enjambre ha en-
contrado una nueva ubicacién candidata a ser su mejor solucién individual. Dentro
de todos estos candidatos, el algoritmo identifica a la mejor solucién global, es decir, a
la ubicacion que tiene un mejor desempefio en términos de la funcién objetivo. Esta
particula es representada en color rojo en la Figura 4.1.2. La velocidad asociada a esta
solucion es ilustrada por la flecha del mismo color. Por ende, ademds de la influencia
de la particula azul, el algoritmo considera la influencia de la mejor solucién global
para determinar la nueva ubicacién de la particula gris. Esta ubicacién se ilustra en
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la Figura 4.1.3 con la particula de color naranja. Asi, el esquema de optimizacién eli-
ge la nueva velocidad (representada por la flecha de color naranja), basandose en la
velocidad actualizada, la mejor ubicacién individual de la particula gris y las mejor
ubicacién de sus vecinos. Las iteraciones contintian hasta que el algoritmo alcanza
un criterio de parada, por ejemplo, se encuentra el 6ptimo.

Por tanto, para hallar ! 4 yrP 4 vale decir, para resolver las ecuaciones 4.18 y 4.19, se

requiere de la evaluacién de la funcién objetivo en reiteradas ocasiones. Esto se debe
a que los algoritmos de optimizacién, y en particular el esquema Particle Swarm,
evaltan distintos candidatos hasta encontrar el 6ptimo, como se discutié reciente-
mente. Asimismo, se debe tener en consideracién que para estimar la funcién de
pertenencia de la respuesta, es necesario aplicar el esquema de optimizacién descri-
to 2 veces para cada corte de la funciéon de pertenencia de la respuesta, ya que es
necesario identificar los limites superior e inferior de la respuesta. Este proceso es
ilustrado en la Figura 4.2.a para el caso en que n. = 2. Para obtener de forma apro-
ximada p5(r), la primera tarea a realizar corresponde al paso inicial. Este denota la
etapa en la que se realiza un anélisis exacto del sistema (es decir, mediante la ecua-
cién 3.9) que considera como conjunto de pardmetros inciertos el correspondiente al

punto de expansion (60, g‘g) . Con esto, es posible construir la base ® del modelo de

orden reducido, como se expuso en la secciéon 4.2.2. Una vez completado este paso,
se lleva a cabo la optimizacién para los niveles de pertenencia a; y a2, en el paso
1y el paso 2, respectivamente. Se debe notar que como & es cercano a 1, se espe-
ra que la respuesta aproximada se acerque bastante a la exacta. Esto se debe a que
posiblemente todos los valores explorados durante la fase de optimizacién estén re-
lativamente cerca del punto de expansion. Esto se ilustra en la Figura 4.2.c donde se
muestra el espacio de bisqueda para hallar los limites del nivel a; en celeste.

Proceso de optimizacién Comportamiento del error
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)
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c 3
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FIGURA 4.2: Esquema del procedimiento de optimizacién. (a) Des-

cripcion gréfica de la construccién de la funcién de pertenencia de

la respuesta. (b) Comportamiento del error. (c) Bisqueda del 6ptimo
con el algoritmo de optimizacién para los niveles a1 y «5.
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Observe que el punto de expansion, que se representa con una estrella, es cercano a
todas las evaluaciones realizadas por el algoritmo (dibujadas con circulos azules en
la figura) y al 6ptimo encontrado (representado por un circulo rojo). En contraste,
para el paso 2, cuya region de biisqueda es mds grande, se espera que la calidad de la
aproximacion disminuya, ya que dicho espacio de bisqueda puede contener valores

alejados de (60, é‘g) [12]. Por ende, tanto las evaluaciones realizadas por el algoritmo

de btisqueda (denotadas por rombos azules), como el 6ptimo hallado (rombo rojo)
pueden estar alejados del punto de expansion.

Note ademas, que este fenémeno produce un considerable aumento del error a me-
dida que encuentran los 6ptimos para niveles de pertenencia cercanos a 0. Esto se
representa en la Figura 4.2.b, donde para cada 6ptimo, vale decir, los limites supe-
rior e inferior de un determinado corte de la funcién de pertenencia de la respuesta;
se calcula error e segiin la ecuacion 4.17. Es decir, se determina error cometido por

cada conjunto de pardmetros 6ptimo (0, &, ) encontrado durante la fase optimizacion

. A A . L.
del modelo para estimar 7l y rP” en los niveles a1, ay, .. ., &y, . El maximo valor de

error obtenido para un nivel es graficado en celeste en la Figura 4.2.b, donde cada
corte es representado por los nimeros en cuadros grises. Se observa cémo el méximo
error producido en el paso 2 es mayor que el obtenido en el paso anterior, y cémo
se espera que en el resto de los cortes realizados a la funcién de pertenencia el error
continte creciendo.

4.3.2. Optimizacion con enriquecimiento de la base

El esquema metodolégico anterior no otorga control sobre el crecimiento del error
e. Esto se debe a que el modelo de orden reducido, tal como estd formulado, no se
retroalimenta del error que comete. Es decir, la base del modelo reducido es estatica
respecto a €. Esto no es deseable pues es posible que se obtengan errores demasiado
grandes que reflejen que la aproximacion esté siendo inexacta. Por ende, existe un
problema asociado a la acumulacién del error a medida que se exploran distintos
niveles ;. Para evitar que la calidad de la aproximacién disminuya considerable-
mente a medida que se analizan niveles de pertenencia més cercanos a 0, se aplicé
una estrategia basada en la propuesta por Valdebenito et al. en 2021 [12], que fue mo-
dificada de lo expuesto por Gogu et al. en 2016 [36]. Esta situacién se esquematiza
en la Figura 4.3. Note que el esquema de la Figura 4.3.a es similar a lo ya explicado
en la Figura 4.2 y que en la Figura 4.3.b, se muestra la evolucién del error ¢ en cada
uno de los niveles de pertenencia analizados, considerando la estrategia aplicada.
En una primera instancia, se define un error umbral o tolerancia €, que corresponde
al méximo error €(6, ;) que se acepta que exista entre el modelo exacto y aproxima-
do. Este umbral es representado por la linea segmentada naranja de la Figura 4.3.b.
Luego, para los limites hallados en cada nivel de pertenencia, se calcula el error &
segln la ecuaciéon 4.17, como se explicé en la seccién anterior. El méximo valor de
error obtenido para los 6ptimos de un nivel es graficado en celeste en la Figura 4.3.b,

donde cada corte es representado por los niimeros en cuadros grises. Note que para

. .. . L. A A
el caso del nivel a1, el maximo error obtenido entre ambos limites, ! y rP?, se en-

cuentra bajo el umbral. Sin embargo, para el caso del nivel a,, uno de los conjuntos
de pardmetros 6ptimos (6*,¢&;) (obtenidos para hallar ! Ao D A) comete un error
que sobrepasa el umbral considerado. Cuando esto sucede, se toman las siguientes

3 acciones:
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» Se realiza un andlisis exacto. Esto significa que se resuelve la ecuacién 3.9 para
obtener u (6%, &} ), lo que permite obtener r (6%, ;).

» Se realiza la actualizacion de la base reducida ®, enriqueciéndola con la infor-
macion otorgada por u (6%, Z;).

= Se recalculan los limites del nivel de pertenencia que sobrepasé la tolerancia.

Este altimo punto se ilustra en la Figura 4.3.c, donde ®, representa la base reducida
obtenida en el paso inicial. Note que ®, fue aplicada para determinar los limites de
la funcién de pertenencia de la respuesta para el nivel 1, y para el nivel a; antes de
la actualizacion de la base. En la figura, la columna de la base reducida que represen-
ta al vector de desplazamientos es dibujada en verde, mientras que las componentes
asociadas a las derivadas parciales respecto a las variables difusas y puntos de con-
trol se presentan en morado y rosado, respectivamente. Tras encontrar que uno de
los limites asociados al nivel a; supera la tolerancia, se realiza el andlisis adicional
exacto. Con ello, se obtiene una nueva base reducida ®1, que contiene una columna
adicional representada en naranjo (ver Figura 4.3.c). La respuesta asociada al andlisis
exacto u (6%,Z;), se incluye en la base reducida ®; como un vector columna median-
te el proceso de Gram-Schmidt, que permite ortonormalizar un conjunto de vectores
en un espacio de producto Euclidiano interno que favorece la estabilidad numérica
del modelo de orden reducido [40]. Es decir, la base reducida ®; viene dada por:

T 00,8
P = [“’O' o (6%, ) u] (4.20)

Donde v (6%, &},) corresponde a:

0 (0%,8) = u(0%,8) — @0 (@fu(6°,5})) (421)
Proceso de optimizacion m Monitoreo del error
uAr) paso inicial
1 umbral
a paso 2
0 r I(nivel a)
- Actualizacion de la base reducida e
analisis

I I I I I I I I : adicional
| /
|
|
|
==

FIGURA 4.3: Esquema del procedimiento de enriquecimiento de la

base reducida. (a) Descripcion gréafica del proceso de optimizacién.

(b) Esquema del monitoreo del error. (c) Actualizacion de la base re-
ducida.
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Asi, cuando se encuentre los nuevos 6ptimos del nivel a, en la fase de optimizacién,
serd posible mantener el error por debajo de la tolerancia, como es ejemplificado
en la Figura 4.3.b. Tenga en cuenta que la descripciéon anterior considera que para
un nivel especifico, sélo uno de los limites supera la tolerancia. No obstante, podria
darse el caso en que ambos limites de dicho nivel superen el umbral considerado.
En este caso, el proceso de actualizacion se realiza nuevamente, pero enriqueciendo
la base con la informacién del limite restante.

Por tanto, existen 2 escenarios posibles para hallar los limites de la funcién de per-
tenencia en este intervalo: 1) que no sea necesario volver a enriquecer la base, o 2)

que se requiera de una actualizacién adicional. En el primer caso, la busqueda del

L . . . A A . .
6ptimo contintia hasta ser exitosa, vale decir, se encuentran vl y rP” sin necesidad

de actualizar la base nuevamente, y luego se procede a analizar el siguiente nivel (p.
ej. un tercer nivel #, como se muestra en la Figura 4.3.b). En el segundo caso, se rea-
liza la nueva actualizacion y se determinan ambos limites. Tenga en cuenta ademads,
que para este nivel posterior (x3) podrian ocurrir ambas situaciones descritas, sien-
do representada en la figura el primer escenario. De esta forma, esta técnica asegura
que siempre se mantendra el error producido por el modelo de orden reducido bajo
la tolerancia. El valor méximo admisible del error considerado en este estudio es de
et = 1074, segtin las recomendaciones expuestas en [36].

4.4. Conclusiones del Capitulo 4

En el capitulo 4 se formul6 el modelo de orden reducido considerando la caracteri-
zacion de los parametros de entrada por medio de campos difusos. Asi, se describi6
cémo, por medio de un andlisis de sensibilidad de la respuesta, es posible construir
la base reducida que permite proyectar las ecuaciones de equilibrio del sistema ori-
ginal en un base de menor dimensién. Del mismo modo, se abord¢ el procedimiento
que permite estimar la funcién de pertenencia de la respuesta, mediante optimiza-
ciéon. En dicho caso, se present6 la necesidad de monitorear el error para asegurar
la calidad de la aproximacién obtenida, y se explicé como proceder cuando el error
sobrepasa una determinada tolerancia. En el capitulo 5, se muestran dos ejemplos
de aplicacién sencillos de esta metodologia, (1) un sistema estructural lineal el&sti-
co bajo cargas estéticas, y (2) un problema de flujo en un medio poroso en estado
estacionario.
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Capitulo 5

EJEMPLOS

5.1. Pilote sobre fundacion elastica

5.1.1. Descripcién del sistema estructural

El ejemplo que se expone a continuacién estd basado en lo presentado en [9, 41] y
consiste en un pilote que soporta una carga lateral P como se muestra en la Figura
5.1a. El efecto restrictivo del suelo sobre el pilote es considerado como una funda-
cién elastica tipo Winkler (ver Figura 5.1b). El pilote tiene una longitud L = 10 [m],
y se asume que tanto el médulo de elasticidad E, la inercia I de la seccién y la carga
P son inciertos. Estos se caracterizan mediante las variables difusas E, T y P, res-
pectivamente; cuyas funciones de pertenencia corresponden a las presentadas en la
Figura 5.2. La propiedad Cy, correspondiente al coeficiente de Winkler y equivalente
al médulo de balasto del suelo, se considera incierta y es caracterizada mediante el
campo difuso C,, (ver Figura 5.3), por lo que admite dependencia espacial como se
discutio en la seccién 3.4.

<+—— Carga

Pilote

Fundacién
Winkler

Suelo

FIGURA 5.1: Esquema del problema de aplicacion. (a) Descripcién
general.(b) Modelo estructural.
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Considere que el problema es unidimensional y que es posible caracterizar el balasto
en 10 ubicaciones dentro del dominio, por medio de su representacién con funciones
de pertenencia. Dichas funciones son esquematizadas en la Figura 5.3. El dominio
se asume igual a la longitud del pilote, es decir, O = [0, 10]. Se considera una malla
de 500 elementos finitos, donde cada elemento es unidimensional y estd constituido
por un nodo inicial y final apoyados sobre resortes equivalentes que representan el
balasto de la fundacién Winkler. Cada elemento posee 4 grados de libertad que se
disponen como se ilustra en la Figura 5.4. Ademads, cada uno de los elementos finitos
se representé mediante su centroide. Asimismo, cabe destacar que se consideraron
10 niveles a para estimar la funcién de pertenencia de la respuesta, es decir, n. = 10.

195 20 205 E[GPal %795 20 205 C[mﬂ
up(P)

1 ,,,,,,,

0

19 20 21 P [kPa]

FIGURA 5.2: Funciones de pertenencia asociadas a las variables difu-
sas consideradas: médulo de elasticidad, inercia y carga.

10

Cy [N/m?]

FIGURA 5.3: Campo difuso asociado al balasto.
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Uy N

— U3

Usg \\
U

FIGURA 5.4: Grados de libertad asociados a un elemento finito del
modelo. u1 y uz corresponden al desplazamiento horizontal del ele-
mento; up y 4 corresponden al giro.

Como se expuso anteriormente, se model6 el pilote como una viga eldstica que des-
cansa sobre una fundacién Winkler. La matriz de rigidez de cada elemento fue cal-
culada utilizando integracién exacta, considerando como funciones de forma los po-
linomios de Hermite, segtin lo estipulado en [42]. De donde, se consider6 que la
matriz de rigidez de los elementos finitos considerados es igual a la suma de la
matriz de rigidez asociada a las propiedades del pilote Kgj, y la matriz de rigidez
asociada al balasto del suelo K¢,. Es de interés obtener la funcién de pertenencia
que capture la incertidumbre existente en el desplazamiento en el extremo superior
del pilote 7. Para ello, se consideraron 10 niveles de pertenencia como se mencion6
anteriormente, para los que se realiz6 andlisis de intervalo mediante un algoritmo
de optimizacién, segiin lo expuesto en la seccién 2.4.2. En particular, para encon-
trar 1’0{1 y rZ para los intervalos asociados a cada discretizacién «; de la funcién de
pertenencia, se aplicé el esquema de optimizacién Particle Swarm descrito en [37] y
considerando las modificaciones sugeridas en [38, 39], para el modelo exacto y redu-
cido que se expuso en el capitulo anterior. Asi, se estudio6 el sistema considerando 2
modelos: el modelo exacto, que consideré la funcién de pertenencia de la respuesta
exacta y el modelo aproximado R1, el que se evalué con y sin enriquecimiento de la
base reducida.

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos en términos de la tolerancia
al error considerada.

5.1.2. Solucién considerando ¢; — oo

La funcién de pertenencia obtenida para la respuesta en términos del desplazamien-
to en el extremo del pilote corresponde a la mostrada en la Figura 5.5, donde se de-
nota este desplazamiento como r. Se consider6 el umbral para el error como & — oo,
vale decir, se estudi6 la aplicacion de la estrategia cuando no se considera el en-
riquecimiento de la base reducida ®. Los resultados muestran que la funcién de
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pertenencia de la respuesta aproximada R1 y el modelo exacto, son practicamente
idénticas. Por la forma de la funcién de pertenencia, se observé una relacién no lineal
entre los pardmetros de entrada y la respuesta del sistema. Respecto a los tiempos
de computo, se obtuvo un speed up cercano a 75 del modelo aproximado respecto a
la resolucion del modelo exacto.

1-

—DModelo exacto
-/A Modelo reducido R1

0.8+

0.6 -
Iy

0.4

1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 33 3.4
r [m] x1073

FIGURA 5.5: Funcién de pertenencia de la respuesta de desplaza-
miento en el extremo superior del pilote, considerando ; — co.

La Figura 5.6 por su parte, muestra el comportamiento del maximo error € en cada
corte «; de la funcién de pertenencia. Se observa cémo el error crece en funcién del
nivel de pertenencia analizado, siendo mayor para el caso de los niveles mds cerca-
nos a 0. Este fendmeno era esperado segtin lo discutido en la seccién 4.3.1 y mostrado
en la Figura 4.2.c, pues para niveles de pertenencia cercanos a 0, es esperable que la
solucion 6ptima se encuentra més lejos del punto de expansién.

1072,

[ -t

,—’*——
,—”P‘—
a”’*"”
4“+—”
103 e
W A
/’+’/
,,:’/ —+ Modelo reducido R1

104

+, 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I (nimero del corte )

FIGURA 5.6: Comportamiento del error considerando &; — co.
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5.1.3. Solucién considerando ¢; = 10~#

La funcién de pertenencia obtenida para la respuesta en términos del desplazamien-
to considerando ¢; = 1074, corresponde a la mostrada en la Figura 5.7, donde se
analiz6 la aplicacién de la estrategia cuando se considera el enriquecimiento de la
base reducida ®. Los resultados muestran que la funcién de pertenencia de la res-
puesta aproximada R1 y el modelo exacto, son practicamente idénticas, tal como se
obtuvo en el caso en que no se control6 error. Asimismo, nuevamente se observo
una relacién no lineal entre los pardmetros de entrada y la respuesta del sistema.
Respecto a los tiempos de computo, se obtuvo un speed up de 45.

1.
—DModelo exacto
-/A Modelo reducido R1

0.8+
0.6 -
Iy

0.4

0.2

1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 33 3.4
r [m] x1073

FIGURA 5.7: Funcién de pertenencia de la respuesta de desplaza-
miento en el extremo superior del pilote, considerando &; = 107%.

Respecto al comportamiento del error, la Figura 5.8 muestra cémo el error se mantie-
ne por debajo del umbral considerado para todos los niveles de pertenencia analiza-
dos. Para entender mejor este comportamiento, observe que la Figura 5.9 presenta el
nimero de andlisis adicionales realizados en cada nivel «;. Note que para el nivel a;
no fue necesario enriquecer la base reducida, sin embargo, para el caso del nivel a5
se requiri6 actualizar la base una vez. Se obtuvo que, en total, se actualiz6 2 veces la
base reducida, y tal como se visualiza en la Figura 5.9, el siguiente andlisis adicional
fue requerido para hallar los limites del nivel as.

Asimismo, se observé que lo anterior produjo un comportamiento decreciente del
error hasta el nivel a, donde ocurrié el primer enriquecimiento de la base. Este
fenémeno era esperado segtn lo discutido en la seccién 4.3.1 y mostrado en la Figu-
ra 4.3.c, pues medida que se realiza la actualizacién de la base, disminuye el error
producido por el modelo para hallar los limites del corte en evaluacién. Como se
presenta en la Figura 5.9, para los niveles posteriores a I = 3, se obtuvo un compor-
tamiento notoriamente creciente del error, sin embargo, no fue necesario actualizar
la base hasta el nivel ag (ver Figura 5.9). Tras esta actualizacion, el error decay6 de
nuevo, para luego mantenerse levemente al alza para los demds cortes analizados
de la funcién de pertenencia de la respuesta.
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FIGURA 5.8: Comportamiento del error considerando e; = 1074,
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FIGURA 5.9: Anélisis adicionales requeridos cuando & = 10~4.

5.2. Flujo en medio poroso

5.2.1. Descripcién del sistema estructural

El ejemplo estudiado a continuacién estd basado en el sistema presentado en [9]
y corresponde al andlisis del flujo a través de un medio poroso en estado estacio-
nario debajo de una presa impermeable. Es importante recalcar que esta clase de
problemas se puede modelar usando los principios del andlisis estructural estético
[4], como se menciond en la secciéon 2.3. La presa estd fundada sobre una capa de
suelo permeable de 20 [m] de profundidad que est4 confinada por un estrato de roca
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impermeable. La presa tiene una extensiéon de 20 [m] como se muestra en la Figura
5.10. Aguas arriba de la presa, se retiene una columna de agua de altura h que es
conocida e igual a 10 [m]. Es de interés conocer el caudal que escurre aguas abajo de
la presa, de donde es necesario conocer la permeabilidad vertical k, y horizontal k.
del medio poroso.

En la préctica, la permeabilidad del suelo puede ser estimada experimentalmente
mediante de pruebas de bombeo [43] realizadas comtinmente con un pozo de ex-
tracciéon y dos pozos de observacion [44, 45]. En los pozos de observacién, es posible
medir el descenso del nivel de agua producto del bombeo en el pozo de extraccién,
el que puede ser a caudal constante o variable [43]. Este procedimiento permite es-
timar, de forma indirecta, la permeabilidad de las diferentes capas de suelo que se
encuentren en la zona de prospeccién, segtn la transmisividad de los distintos medios
identificados. Sin embargo, al ser determinada indirectamente de la informacién re-
colectada en terreno, la cuantificacion de la permeabilidad del suelo puede verse
afectada por la imprecision y la escasez en las mediciones de campo, la anisotropia
del medio y la variacién espacial [46]. Lo anterior se debe a que esta propiedad de-
pende de muchos factores, como la proporciéon de vacios y mineralogia [47], el ta-
mafio, forma, empaquetamiento y orientacién del grano [48]; asi como también de
la distribucién del tamafio de los poros de la masa de suelo y la interconexién de
los mismos [49]. Por dichas razones, en esta propuesta se asume que la permeabili-
dad del medio poroso es incierta y, como pueden existir dependencias espaciales, es
modelada como un campo difuso.

30 - = Puntos de control
E 20 -
~ 10
0
0 20 40 60 80 100 120
X [m]

FIGURA 5.10: Malla de elementos finitos utilizada y ubicacién de los
puntos de control.

Considere que el problema es bidimensional y que es posible caracterizar la permea-
bilidad en ambas direcciones, en 4 ubicaciones dentro del dominio. Este dominio co-
rresponde a (), donde x € [0,120], y € [0,20]. La ubicacion de los puntos de control
se muestra en la Figura 5.10. Especificamente, se caracteriz6 (en cada punto de con-
trol) la permeabilidad horizontal ky, mientras que la permeabilidad vertical ky fue
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obtenida en funcién de kg con el objetivo de incorporar la anisotropia y dependen-
cia entre ambas permeabilidades. Para ello, se consider¢ la siguiente relacién entre
ambas permeabilidades, 0.1ky < ky < kpy, segin la informacién disponible en la
literatura [50]. Se debe notar que como el problema es bidimensional y anisotrépico,
no es posible visualizar el campo difuso resultante como en el problema anterior (Fi-
gura 5.3). No obstante, la Figura 5.11 muestra las funciones de pertenencia definidas
para cada punto de control, las que ahora corresponden a pirdmides pues el anélisis
se realiz6 en dos dimensiones. La forma de trapecio de la base de las funciones de
pertenencia (es decir, cuando pz(k) = 0) se debe a: (1) la relacion considerada entre
la permeabilidad vertical kv y horizontal ky; y (2) la anisotropia de la permeabilidad
del suelo. En el caso opuesto, si ambas permeabilidades se hubieran considerado in-
dependientes, la base tendria una forma rectangular. Del mismo modo, si se hubiera
modelado un comportamiento isotrépico de la permeabilidad del suelo (vale decir,
kv = kg), dicha base seria cuadrada.

—6 b 6
X107 ky [m/s] kr [m/s] x10 Ky [m/s] ki [m/s]
(A) Punto de control 1. (B) Punto de control 2.
1 1
0.8 0.8
— 0.6 0.6
= =
o4 <04
0.2 0.2
ol ~ 3 0l , 8
3 2 1 1 X107 8 6 %1076
6 x1076
x10 ky [m/s] K [m/s] ky [m/s] ky [m/s]
(C) Punto de control 3. (D) Punto de control 4.

FIGURA 5.11: Funciones de pertenencia asociadas a las permeabilida-

des en cada punto de control. Cada punto se ubican en: (A) x = 30

[m],y=45m]. B)x =30[m],y =15[m]. (C)x =75[m], y =2
[m]. (D) x =75[m], y =9 [m].
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Se consideré un modelo simple de elementos finitos, que comprendié 3183 nodos
y 1498 elementos triangulares cuadraticos. Cada elemento posee 6 grados de liber-
tad y se representé mediante su centroide. Se utilizaron 10 niveles a para estimar la
funcién de pertenencia de la respuesta, es decir, n, = 10. La matriz de permeabili-
dad de cada elemento fue calculada utilizando integracion numérica, considerando
3 puntos de integracién. Note que por la caracterizaciéon de los parametros anterior-
mente descrita, el caudal también es incierto y, por tanto, el objetivo de estudio sera
determinar la funcién de pertenencia que represente la variabilidad existente en el
caudal 7 a la salida de la presa. Para estimar los 10 niveles de pertenencia mencio-
nados anteriormente, se aplicé el esquema de optimizacion Particle Swarm, para el
modelo exacto y reducido al igual que en el ejemplo anterior.

De donde, el sistema se estudié considerando dos modelos: el modelo exacto y el
modelo aproximado R1. Los resultados se evaluaron considerando que (a) no hay
actualizacién de la base reducida (¢; — o), y que (b) hay actualizacién de la base
reducida con un umbral de ¢; = 10~%. A continuacién, se presentan los resultados
obtenidos en términos de la tolerancia al error considerada.

5.2.2. Solucion considerando ¢; — oo

La funcién de pertenencia obtenida para la respuesta en términos del flujo total a la
salida de la presa corresponde a la mostrada en la Figura 5.12, donde se denota este
flujo como r. Se consider¢ el umbral para el error como &; — oo, vale decir, se estudid
el sistema sin considerar el enriquecimiento de la base reducida ®. Los resultados
muestran que la funcién de pertenencia de la respuesta aproximada R1 y el modelo
exacto, son muy similares. Se observan algunas discrepancias minimas para valores
bajos de la funcién de pertenencia en el lado izquierdo. Por la forma de la funcién
de pertenencia, se observé una relacion técnicamente lineal entre los pardmetros de
entrada y la respuesta del sistema. Respecto a los tiempos de computo, se obtuvo
un speed up cercano a 46 del modelo aproximado respecto a la resolucién del modelo
exacto.

1
—Modelo exacto
-» Modelo reducido R1
0.8
0.6
=
oy
0.4
0.2
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

r [m3/s] x107°

FIGURA 5.12: Funcién de pertenencia de la respuesta de flujo a la
salida de la presa, considerando &; = oo.
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FIGURA 5.13: Comportamiento del error considerando &; = co.

La Figura 5.13 por su parte, muestra el comportamiento del méximo error ¢ en cada
corte a; de la funcién de pertenencia asociada al flujo a la salida de la presa. Se
observé un comportamiento creciente del error en funcién del nivel de pertenencia
analizado, siendo mayor para el caso de los niveles més cercanos a 0. Tal como se
discuti6 en el ejemplo de la seccién 5.1, este fenémeno era esperado pues para niveles
de pertenencia cercanos a 0, el espacio de biisqueda es mds grande y, por ende, es
esperable que la solucién 6ptima se encuentra maés lejos del punto de expansion.
El comportamiento del error es similar al obtenido en el problema del pilote (ver
seccién 5.1).

5.2.3. Solucién considerando ¢; = 10~ %

La funcién de pertenencia obtenida para la respuesta en términos del flujo total a la
salida de la presa considerando ¢; = 1074, corresponde a la mostrada en la Figura
5.14. Aqui, se analiz6 la aplicacién de la metodologia propuesta cuando se considera
la actualizacién de la base reducida ®. Los resultados muestran que la funcién de
pertenencia de la respuesta aproximada R1 y el modelo exacto, son practicamente
idénticas. Note que las diferencias para valores bajos de la funcién de pertenencia
en el lado izquierdo, obtenidas en el caso anterior, no se obtienen cuando el pro-
cedimiento considera la estrategia de actualizacién de la base. Nuevamente, por la
forma de la funcién de pertenencia, se observé una relacién técnicamente lineal en-
tre los parametros de entrada y la respuesta del sistema. Respecto a los tiempos de
cémputo, se obtuvo un speed up de 35.
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FIGURA 5.14: Funcién de pertenencia de la respuesta de flujo a la
salida de la presa, considerando ¢; = 1074

En relacién al comportamiento del error, la Figura 5.15 muestra cémo el error se
mantiene debajo de la tolerancia establecida para todos los niveles de pertenencia
estimados. Para analizar el comportamiento del error, observe que la Figura 5.16
presenta el ntimero de analisis adicionales realizados para determinar los limites de
la respuesta difusa para cada nivel «;. Note que para los primeros dos niveles, a1 y

a2, no fue necesario enriquecer la base reducida, sin embargo, para el caso del nivel
a3 se requirié actualizar una vez la base.
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FIGURA 5.15: Comportamiento del error considerando &; = 107%.



Capitulo 5. EJEMPLOS 55

Tenga en cuenta que lo anterior produce la disminucién del error obtenido para ese
nivel en la Figura 5.15. Luego, debido al aumento sostenido del error desde el nivel
a3 al ag, para determinar los limites del nivel a7 se requirié de un nuevo andlisis
adicional. Finalmente, para el nivel de pertenencia a9 se necesité de otro analisis
adicional, obteniéndose un total de 3 analisis adicionales durante todo el proceso de
optimizacion.
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FIGURA 5.16: Analisis adicionales requeridos cuando e; = 1074

5.3. Conclusiones del Capitulo 5

En el capitulo final de este estudio se prob6 la metodologia propuesta para obtener la
respuesta difusa en dos modelos lineales. En el problema del pilote fue posible cap-
turar la incertidumbre espacial alojada en el balasto del suelo de fundacién; mien-
tras que en el de flujo, el objetivo estuvo en caracterizar la permeabilidad incierta
del suelo bajo la presa. En ambos ejemplos se obtuvo una significativa ganancia en
el tiempo de coémputo asociado a la propagaciéon de dicha incertidumbre, mediante
el modelo de orden reducido. Esta ventaja continué siendo significativa cuando se
defini6é una tolerancia maxima para el error cometido por el modelo aproximado.
Vale decir, la técnica propuesta resulté ser eficiente para controlar la calidad de los
resultados.
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CONCLUSIONES

Este estudio ha presentado una estrategia eficiente para estimar la respuesta difusa
de modelos lineales sometidos a cargas estéticas, considerando la incertidumbre pre-
sente en las propiedades de la estructura y solicitaciones. Para ello, esta propuesta
se formulé mediante las herramientas del andlisis difuso por medio de la aplicaciéon
de un esquema de optimizacién. En particular, se abordaron los siguientes desafios:
(1) la posibilidad de que los pardmetros inciertos asociados a las propiedades de la
estructura posean dependencias espaciales, y (2) el elevado costo numérico asociado
a la estimacion de la funciéon de pertenencia de la respuesta del sistema.

Para capturar la incertidumbre alojada en los pardmetros que eran dependientes de
alguna medida del espacio, se utilizaron campos difusos para su caracterizacion. Es-
ta metodologia, que fue construida como una extension del trabajo desarrollado con
campos de intervalo y variables difusas, resulté una opcién ideal para incorporar
al MEF la incertidumbre de propiedades estructurales que se obtienen o derivan de
mediciones discretas en el espacio. Esto se debi6 a que la incertidumbre presente en
dichas propiedades (como el balasto y permeabilidad del suelo analizados en este
estudio) se redujo a la informacién disponible en ubicaciones especificas del domi-
nio (puntos de control). Esto tltimo abre el camino a una futura aplicacién préactica
de la metodologia propuesta.

Posteriormente, esta incertidumbre se propagéd por medio de un modelo de orden
reducido, que permitié proyectar las ecuaciones de equilibrio del sistema en una
base de menor dimensién. La metodologia empleada present6 la ventaja de requerir
un tinico anélisis exacto para construir dicha base reducida. Esta base se fue enrique-
ciendo estratégicamente con el objetivo de asegurar la precision de la aproximacién
y eficiencia en los tiempos de computo.

Tras aplicar la técnica propuesta en dos modelos lineales sencillos, se demostré que
se puede obtener una estimacion precisa de la respuesta difusa del sistema con un
menor esfuerzo numérico, controlando la calidad de los resultados. Lo anterior se
reflej6 en el buen desempefio observado en el modelo de orden reducido y, parti-
cularmente, su acople con la aplicacién de campos difusos para propagar la incer-
tidumbre a la respuesta. No obstante, los resultados expuestos deben considerarse
como una primera aproximacién al anélisis de campos difusos. De donde, existen
diversos aspectos a ser mejorados. Entre ellos se tiene:

» Incluir un andlisis mas completo del campo difuso, considerando mds niveles
de pertenencia «; y, eventualmente, mds informacién sobre la incertidumbre
del problema. Por ejemplo, mas mediciones dentro del dominio del modelo.
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= Realizar un andlisis de sensibilidad mas acabado respecto de los parametros
involucrados en el problema, para mejorar su caracterizacion; asi como, estu-
diar el efecto de incorporar términos de segundo orden a la base reducida.

Asimismo, para continuar esta linea de investigacién en el futuro, se plantea:

= Para el caso de propiedades anisotrépicas como la permeabilidad del suelo, se
propone analizar otras estrategias para incorporar estructuras de dependen-
cia en los puntos de control y entre puntos de control. Por ejemplo, incluir la
descomposicion de conjuntos admisibles bivariados presentada por Faes y Moens
[51, 52].

» Explorar distintas mallas de elementos finitos y desarrollar modelos numéri-
cos de sistemas mds complejos. Por ejemplo, extender el alcance de la técnica
desarrollada para su aplicacién a sistemas dindmicos, o sistemas con compor-
tamiento no lineal de los materiales.
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