
UNIVERSIDAD ADOLFO IBAÑEZ

TESIS DE MAGÍSTER
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HERNÁNDEZ REYES

Tesis realizada acorde a los requerimientos para el grado de
Magı́ster en Ciencias de la Ingenierı́a, mención en sistemas de información

de la

Facultad de Ingenierı́a y Ciencias

8 de septiembre de 2022

https://www.uai.cl/
https://ingenieria.uai.cl/profesor/sebastian-moreno/
https://ingenieria.uai.cl/profesor/sebastian-moreno/
https://ingenieria.uai.cl/profesor/wilfredo-yushimito/
https://ingenieria.uai.cl/


I

UNIVERSIDAD ADOLFO IBAÑEZ

Resumen

Facultad de Ingenierı́a y Ciencias

Magı́ster en Ciencias de la Ingenierı́a, mención en sistemas de información

Funciones convexas de orden alfa y la derivada Schwarziana

por PABLO CARRASCO ROMERO

El objetivo principal de esta tesis, para optar al grado de Magı́ster en Ciencias de la
Ingenierı́a de la Universidad Adolfo Ibáñez, consiste en estudiar el comportamiento
de la norma de la derivada Schwarziana sobre algunas clases de funciones convexas
definidas en el disco D = {z ∈ C : |z| < 1}, mediante el uso del lema de Schwarz
y algunas de sus generalizaciones. En particular, queremos extender un resultado
ya demostrado por Nehari (1976) y posteriormente actualizado en Chuaqui et al.
(2011) en el cual se demuestra una cota precisa asociada a la norma del operador
conocido como derivada Schwarziana para la clase de funciones convexas definidas
en el disco.

Principalmente describiremos y trabajaremos con una sub clase especial de fun-
ciones denominadas convexas de orden α con 0 ≤ α < 1, de modo que cuando
α = 0 obtenemos al conjunto de funciones convexas descrito anteriormente. Entre-
garemos una nueva caracterización de esta clase de funciones mediante el principio
de subordinación, considerando una transformación de Möbius que envı́a al disco
D en el semiplano {w ∈ C : Re{w} > α} y aplicaremos un razonamiento análogo
al usado en Chuaqui et al. (2011) para obtener el resultado principal de este trabajo
que consiste en obtener una cota de la derivada Schwarziana asociada a la clase de
funciones convexas de orden α con segunda derivada compleja nula en el origen.

También analizaremos otro resultado importante entregado por Suita (1996) que
describe una cota precisa para la norma de la derivada Schwarziana para funcio-
nes convexas de orden α, la cual compararemos con el resultado propuesto en este
trabajo para obtener un corolario o consecuencia asociada a la clase de funciones
convexas de orden α con segunda derivada nula en el origen.

HTTPS://WWW.UAI.CL/
https://ingenieria.uai.cl/
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Para complementar los resultados anteriores, también se propone como objetivo
la elaboración e implementación de un programa realizado en el lenguaje de pro-
gramación Python, que permita identificar y clasificar , tanto de forma geométrica
como numérica, si una función compleja definida en el disco D es convexa de orden
α y en caso de cumplir dicha definición, obtener numéricamente una aproximación
de dicho parámetro α, con 0 ≤ α < 1.

Palabras clave: funciones convexas, orden alpha, derivada Schwarziana, lema de
Schwarz, lema de Schwarz-Pick, python.
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A. Códigos implementados 29
A.1. Desarrollo algebraico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
A.2. Visualización en el plano complejo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
A.3. Aproximación del orden de convexidad de una función convexa . . . . 32



1

Capı́tulo 1

Introducción

La noción de conjunto convexo es clave en la formulación y resolución de proble-
mas de optimización dentro de las ciencias en general y particularmente dentro de la
ingenierı́a, ya que los procesos asociados a su solución permiten que la invesigación
se desarrolle, proponiendo tecnologı́as y métodos nuevos y cada vez mejores. La for-
mulación matemática precisa de conjunto convexo en el plano indica que todo par
de puntos en el conjunto se pueden conectar a través de un segmento rectilı́neo en
el plano, donde el segmento está completamente contenido en el conjunto. Esta defi-
nición puramente geométrica se ha extendido y caracterizado, por ejemplo, en otras
ramas de la matemática como Álgebra Lineal y Topologı́a. También, en el Análisis
Complejo y en particular en la Teorı́a Geométrica de Funciones (TGF), existe una ca-
racterización que relaciona imágenes en el plano complejo de funciones definidas en
el disco unitario con ciertas condiciones de normalización, llamadas funciones con-
vexas, con propiedades analı́ticas. En este trabajo estudiaremos el comportamiento
de un operador diferencial llamado derivada Schwarziana (propiedad analı́tica) so-
bre una generalización de función convexa y obtendremos resultados asociados a la
cota de una métrica asociada a la derivada Schwarziana sobre la clase de este tipo
de funciones.

En este capı́tulo entregamos algunas definiciones elementales asociadas al análi-
sis complejo y que ocuparemos en nuestro estudio, junto con otros conceptos más
especı́ficos asociados a la Teorı́a de Funciones Univalentes (TFU), la derivada Sch-
warziana y criterios de univalencia, los cuales entregan una primera imagen de la
relación fundamental entre propiedades analı́ticas y geométricas del plano. En el
Capı́tulo 2 proponemos las definiciones y relaciones que serán clave en nuestro estu-
dio las funciones convexas y su caracterización a través de la clase de Caratheódory,
junto con la clase de funciones objetivo de esta tesis: las funciones convexas de orden
α. En el Capı́tulo 3 definimos la hipótesis de esta tesis junto con las dos metodologı́as
que aplicaremos en nuesto estudio. La primera consiste en la utilización de un re-
sultado fundamental del Análisis Complejo denominado el Lema de Schwarz, junto
con alguna de sus generalizaciones, considerando como inspiración lo realizado por
Chuaqui et al. (2011) para el caso de funciones convexas. La segunda metodologı́a
consiste en la aplicación de lo aprendido durante el desarrollo del Magı́ster en Cien-
cias de la Ingenierı́a, considerando el lenguaje de programación Python para apoyar
el razonamiento, cálculo y visualización de los resultados propuestos en esta tesis.
Posteriormente en el Capı́tulo 4 proponemos y demostramos los resultados prin-
cipales asociados a las funciones convexas de orden α considerando dos hipótesis
distintas: con segunda derivada nula y no nula en el origen.
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1.1. Definiciones elementales

Dentro del análisis complejo, definimos el conjunto de los números complejos co-
mo:

C = {z = x + iy : x, y ∈ R ∧ i2 = −1}.

Si z = x + iy ∈ C entonces definimos la parte real e imaginaria de z como:

Re{z} = x e Im{z} = y.

El conjunto C tiene estructura de cuerpo con las operaciones usuales de suma y
multiplicación compleja. Si z, w ∈ C entonces:

z + w =(Re{z}+ Re{w}) + i(Im{z}+ Im{w}),
z · w =(Re{z} · Im{w} − Re{z} · Im{w}) + i(Re{z} · Re{w}+ Im{z} · Im{w}).

Dos operaciones importante en C son el conjugado y módulo de un número com-
plejo los cuales de definen, respectivamente, como:

z = Re{z} − iIm{z} y |z| =
√

Re{z}2 + Im{z}2 ≥ 0.

Notemos que |z|2 = z · z.

A continuación, presentaremos algunos conceptos escenciales del análisis com-
plejo que nos permitirán enunciar los resultados de este trabajo. Definimos el disco
unitario como el siguiente conjunto:

D = {z ∈ C : |z| < 1}

En la Figura 1.1 está representado geométricamente el disco considerando segmen-
tos radiales partiendo del origen y circunferencias de radio estrictamente menor a 1,
teniendo en cuenta que D es un conjunto abierto.

Análogamente a lo realizado en R, una función compleja de variable compleja es
aquella función que a cada elemento z de algún subconjunto A de C le asocia un
único número complejo w = f (z) y la denotamos como f : A ⊆ C → C. Toda
función compleja de variable compleja se puede representar como:

w = f (z) = f (x + iy) = u(x, y) + iv(x, y),

donde u y v son funciones reales de dos variables y se denominan la parte real e
imaginaria de f , respectivamente. También es importante mencionar que el módulo
de un número complejo permite definir un estructura en C como espacio métrico,
por lo que las nociones de lı́mite y derivada son análogas a las que se definen en R.

Observación: Aún cuando las definiciones anteriores se plantean de manera análoga
al caso real, debemos tener en cuenta que en el caso de las funciones complejas, la
noción de lı́mite se trabaja respecto de la topologı́a de R2.
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FIGURA 1.1: Disco unitario en el plano complejo.

1.2. Funciones univalentes

En la TGF se estudian las propiedades geométricas de conjuntos en el plano con-
siderando el comportamiento de funciones complejas analı́ticas (que tienen un desa-
rrollo en serie de Taylor), se define la clase S o clase de funciones schlicht o simples,
como el conjunto de todas funciones f : D → C univalentes y analı́ticas en D junto
con las siguientes condiciones adicionales de normalización: f (0) = 0 y f ′(0) = 1.
La clase S y algunas de sus sub clases de funciones son objetos de estudio muy im-
portantes dentro de la TGF ya que muestran relaciones concretas entre propiedades
geométricas de conjuntos del plano con definiciones asociadas a otras áreas de la
matemática como el cálculo y análisis. Aún cuando la suma de dos funciones de la
clase S no necesariamente sea una función de la misma clase, ella si es cerrada res-
pecto de muchas operaciones o transformaciones elementales. Por nombrar algunas,
tenemos que si f ∈ S entonces la clase S es:

cerrada por conjugación: si g(z) = f (z) entonces g ∈ S.

cerrada por rotación: si g(z) = e−iθ f (eiθz) entonces g ∈ S.

cerrada por dilatiación: si g(z) = r−1 f (rz), con 0 < r < 1, entonces g ∈ S.

Una descripción más profunda de la funciones univalentes y en particular de las
funciones de la clase S y sus propiedades, está claramente expuesta por Duren (1983)

Para una función en la clase S, la propiedad de univalencia es equivalente a ser
inyectiva en su dominio (o equivalentemente que todo par de elementos distintos
tienen imágenes distintas) y cuya caracterı́stica geométrica, dentro del contexto de
la TGF consiste en que el conjunto asociado a la imagen de cualquier cı́rculo centrado
en el origen y de radio menor a 1, define un dominio de Jordan en el plano complejo,
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o sea que ningún arco de curva se autointersecta. En la Figura 1.2 se muestra la
imagen asociada a circunferencias de la forma |z| = r con 0 < r < 1, bajo la función:

f (z) =
1
2

(
z

(1 − z)2 +
z

(1 + z)2

)
. (1.1)

Note que, para valores de r lo suficientemente grandes, la imagen del circulo |z| = r
entrega una curva que se autointersecta. Es importante notar que aún cuando las
funciones z/(1 − z)2 y z/(1 + z)2 pertenecen a la clase S, el promedio entre ellas no.

FIGURA 1.2: Imagen de D asociada a la función (1.1).

Por otro lado, toda función en la clase S es analı́tica en D lo cual en su defini-
ción más simple plantea la representación en serie de potencias respecto de cual-
quier punto de D. Esta propiedad también es caracterizada de múltiples formas en
el análisis complejo, por ejemplo, a través de las ecuaciones de Cauchy-Riemann o
mediante la derivación compleja (ver Muir (2015)). En general, toda función f de la
clase S puede ser representada como la siguiente serie de potencias centrada en el
origen:

f (z) = z + a2z2 + a3z3 + a4z4 + · · · = z +
∞

∑
n=2

anzn, para todo z ∈ D, (1.2)

tal que an ∈ C para todo n ≥ 2. Es relevante mencionar que las funciones analı́ticas
son infinitas veces derivables y que la derivada de una función analı́tica es también
analı́tica en su dominio.
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1.3. Criterios de univalencia

Uno de los resultados más importantes y caracterı́sticos en la TGF fue la demos-
tración de la conjetura de Bieberbach por parte de de Branges (1985), la cual enuncia
que toda función f en la clase S cumple que:

|an| ≤ n para todo n ≥ 2,

donde los coeficientes an están asociados a la función f cuando se representa de la
forma (1.2). La proposición anterior fue conjeturada y demostrada solo para el caso
n = 2 por Bieberbach (1916) a través del teorema del área. Posteriormente los casos
n = 3, n = 4, n = 5 y n = 6 fueron comprobados en el transcurso del siglo 20 hasta
la demostración del caso general por de Branges en 1985.

El resultado propuesto por Bieberbach y demostrado por de Branges, presenta
una idea central en la TGF que consiste en caracterizar propiedades geométricas de
conjuntos en el plano en términos de definiciones puramente analı́ticas asociadas a
funciones complejas definidas en algún subconjunto de C. En particular, la propie-
dad de ser univalente está directamente relacionada con el valor de los coeficientes
de su serie de potencias centrada en el origen, tal como lo propone Bieberbach en
su conjetura, por lo que es interesante preguntarse si algunas otras propiedades se
conjuntos del plano, como por ejemplo la convexidad, están de alguna manera rela-
cionadas con cualidades analı́ticas de funciones definidas en algún subconjunto del
plano complejo.

Es importante mencionar, en el contexto asociado a las funciones de la clase S, a
la función de Koebe:

k(z) =
z

(1 − z)2 = z + 2z2 + 3z3 + 4z4 + · · · =
∞

∑
n=1

nzn, z ∈ D, (1.3)

la cual se presenta como el ejemplo maximal, junto con sus rotaciones, tanto de la
conjetura de Bieberbach (notar que |an| = n para todo n ≥ 1) como de otros proble-
mas dentro de la TFU, ver Duren (1983). En la Figura 1.3 se muestra la imagen del
disco D (ver Figura 1.1) bajo la función de Koebe.

1.4. La derivada Schwarziana

De la misma forma como ocurre entre la univalencia de una función, que se en-
tiende como una propiedad geométrica asociada a la imagen del disco, y los coefi-
cientes asociados a la serie de Taylor de dicha función, Kraus (1932) entrega una
condición necesaria para la univalencia respecto del operador diferencial conocido
como derivada Schwarziana S , que se define como:

S f (z) =
(

f ′′(z)
f ′(z)

)′
− 1

2

(
f ′′(z)
f ′(z)

)2

, (1.4)

donde f es una función analı́tica. El resultado dado por Kraus indica que si f es
analı́tica y univalente, entonces:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 6, para todo z ∈ D. (1.5)
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FIGURA 1.3: Imagen del disco bajo la función de Koebe.

Para complementar la definición propuesta en (1.4), llamamos a la expresión:

P f (z) =
f ′′(z)
f ′(z)

,

la pre Schwarziana de f .

Siguiendo esta idea Nehari (1949), además de redescubrir el resultado propues-
to por Kraus, entrega una condición suficiente para la univalencia de una función
definida en D, Nehari muestra que toda función localmente univalente (o equiva-
lentemente f ′(z) ̸= 0) y analı́tica en D que satisface la siguiente desigualdad:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2, para todo z ∈ D, (1.6)

es necesariamente univalente en D. Las cotas obtenidas en (1.5) y (1.6) son precisas
en el sentido que no hay otras que sean menores a las propuestas. Sea f una función
analı́tica, entonces definimos la norma Schwarziana como:

∥S f ∥ = sup
z∈D

(1 − |z|2)2 · |S f (z)|. (1.7)

Combinando los resultados obtenidos anteriormente junto con la definición de nor-
ma Schwarziana, tenemos el siguiente criterio de univalencia en términos de la de-
rivada Schwarziana: f pertenece a la clase S si y solo si ∥S f ∥ ≤ 2. La función de
Koebe definida en (1.3) también se presenta como ejemplo maximal asociado a (1.6),
ya que:

Sk(z) =
−6

(1 − z2)2 =⇒ ∥Sk(z)∥ = 6.
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Como se puede apreciar, el análisis del comportamiento de la derivada Schwar-
ziana permite obtener resultados asociados a la univalencia de funciones definidas
en el disco. Parte de la motivación e historia de la derivada Schwarziana está desa-
rrollada por Osgood (1998).

Es relevante para nuestro estudio enunciar algunas propiedades de la derivada
Schwarziana definida en (1.4):

La derivada Schwarziana caracteriza a las transformaciones de Möbius, esto
es:

S f (z) = 0 ⇐⇒ f (z) =
az + b
cz + d

, con ad − bc ̸= 0. (1.8)

Regla de la cadena:

S( f ◦ g)(z) = (S f ◦ g)(z) · (g′(z))2 + Sg(z).

Invariancia respecto de las transformaciones de Möbius: Si f es de la forma
(1.8), entonces:

S( f ◦ g)(z) = Sg(z).
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Capı́tulo 2

Estado del arte

En este capı́tulo describiremos algunos resultados importantes asociados a las
funciones convexas, el cual es uno de los principales objetos de estudio en este tra-
bajo. La idea general es entregar las definiciones elementales y presentar una gene-
ralización del concepto de función convexa dentro de la clase S.

2.1. Funciones convexas

Sea f una función de la clase S. Diremos que f es una función convexa si envı́a
de manera conforme (preserva ángulos y orientación) al disco D en un conjunto
convexo en el plano complejo C. Denotamos por C a la clase de funciones convexas
definidas en D. Continuando con la idea central en la TGF, también existe una re-
lación entre las funciones convexas (propiedad geométrica asociada a conjuntos del
plano) y la derivada Schwarziana, en particular Nehari (1976) muestra que la cota
obtenida en (1.6), esto es:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2,

también es válida cuando f pertenece a la clase C.

La clase C resulta ser un caso especial de una clase más general de funciones
dentro de S, denominada clase de funciones estrelladas respecto del origen o clase
S∗, la cual se define como aquellas funciones (de la clase S) que envı́an el disco D

de manera conforme, a un conjunto donde cada punto de la imagen del disco puede
ser conectado mediante un segmento rectilı́neo con el origen y que está propiamente
incluido el conjunto. En particular, la clase de las funciones convexas C es la sub
clase de S∗, que contiene a las funciones que son estrelladas respecto de todo punto
del conjunto. Una equivalencia importante conocida como el Teorema de Alexander
relaciona a funciones de la clase C con funciones de la clase S∗: sea f una función
analı́tica en D con f (0) = 0 y f ′(0) = 1, entonces

f ∈ C ⇐⇒ z · f ′(z) ∈ S∗

Para una descripción más detallada de las propiedades de las funciones de la clase
C y S∗ (ver Duren (1983) y Graham & Kohr (2003)).

El razonamiento que aplica Nehari (1976), para obtener el resultado (1.6) sobre la
clase C, consiste en aproximar la imagen de una función convexa mediante polı́go-
nos convexos, para posteriormente aplicar la fórmula de Schwarz-Christoffel (ver
Nehari (2012)) y concluir el resultado. Sin embargo, Chuaqui et al. (2011) lograron
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demostrar la misma afirmación planteada por Nehari (1976) mediante el uso del le-
ma de Schwarz, junto con algunas afirmaciones y ejemplos. Dentro del mismo artı́cu-
lo, los autores completaron y corrigieron una parte de la demostración realizada por
Nehari (1976) respecto de la desigualdad estricta para funciones convexas acotadas.

2.2. La clase de Caratheódory

Un resultado fundamental que ocuparemos en este trabajo consiste en caracterizar
a las funciones de la clase C con funciones de otra clase, llamada clase P, las cuales
se caracterizan por tener parte real positiva. Diremos que una función analı́tica p
definida en D pertenece a la clase P o de Carathéodory si:

p(0) = 1 y Re {p(z)} > 0, para todo z ∈ D.

Un resultado análogo a la conjetura de Bieberbach en la clase S lo obtiene Carathéodory
(n.d.) en la clase P, al demostrar que si p ∈ P es de la forma:

p(z) = 1 + c1z + c2z2 + c3z3 + · · · = 1 +
∞

∑
n=1

cnzn, z ∈ C,

entonces se cumple que, para todo n ≥ 1,

|cn| ≤ 2. (2.1)

Cabe mencionar que la función que maximiza la propiedad demostrada por Ca-
rathéodory en (2.1) es:

p(z) =
1 + z
1 − z

= 1 + 2
∞

∑
n=1

zn = 1 + 2z + 2z2 + 2z3 + 2z4 + · · · , z ∈ D. (2.2)

La relación fundamental entre la clase C y la clase P plantea que si f es una función
analı́tica en D tal que f (0) = 0 y f ′(0) = 1, entonces

f ∈ C ⇐⇒ g(z) = 1 + z
f ′′(z)
f ′(z)

∈ P. (2.3)

La siguiente función de la clase S envı́a de manera conforme al disco en una franja
horizontal no acotada en el plano como se muestra en la Figura 2.1:

L(z) =
1
2

Log
(

1 + z
1 − z

)
. (2.4)

Esta función es analı́tica y univalente en D, además L(0) = 0 y L′(0) = 1 donde:

L′(z) =
1

1 − z2 y L′′(z) =
2z

1 − z2 .

Por otro lado,

1 + z
L′′(z)
L′(z)

=
1 + z2

1 − z2 =
1

1 − z
+

1
1 + z

− 1.
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FIGURA 2.1: Imagen del disco asociada a la función (2.4).

Notar que la función dada en (2.4) se presenta como el ejemplo maximal dentro
de la clase C ya que maximiza la norma Schwarziana:

SL(z) =
2

(1 − z2)2 =⇒ ∥SL∥ = 2.

A diferencia de la función de Koebe dada en la ecuación (1.3) y que se muestra en
la Figura 1.3, tenemos que la función L(z) envı́a el disco en una región convexa en
el plano mientras que la función de Koebe envı́a el disco en una región estrellada
respecto del origen, teniendo en cuenta que la imagen de una circunferencia |z| = r
con r lo suficientemente grande es una cardioide y por lo tanto no puede encerrar a
un conjunto convexo.

2.3. Funciones convexas de orden alfa

Motivados por la caracterización de funciones convexas dada en (2.3), se define la
clase de funciones convexas de orden α, con 0 ≤ α < 1 como aquellas funciones de
la clase C que satisfacen:

Re
{

1 + z
f ′′(z)
f ′(z)

}
> α, z ∈ D. (2.5)

Geométricamente, si f es una función convexa de orden α entonces la función g(z) =
1 + z · f ′′(0)/ f ′(0) envı́a el disco en una región contenida en el semiplano derecho
del plano complejo. Denotaremos esta clase como Cα, donde C0 = C y Cα ⊂ C
para todo 0 ≤ α < 1. Respecto del comportamiento de la norma Schwarziana en la
clase Cα, Suita (1996) demostró mediante el uso de la caracterización de funciones
en la clase P considerando su representación como una integral de Poisson-Stieljes
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de acuerdo a la fórmula de Herglotz (1991) (ver también Duren (1983)), que si 0 ≤
α ≤ 1/2 entonces (1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2, mientras que si 1/2 < α < 1 entonces:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 8α(1 − α).

Ambas desigualdades son precisas dentro de la clase Cα. En la misma publicación,
Suita también entrega el siguiente conjunto de funciones parametrizadas por α que
maximizan la norma Schwarziana. En particular, cuando 0 ≤ α ≤ 1/2 define la
función:

f (z) =
∫ z

0

1
(1 − w)1−2α(1 + w)

dw, para todo z ∈ D. (2.6)

Mientras que para 1/2 < α < 1 define:

f (z) =
∫ z

0

1
(1 − w)2(1−α)

dw, para todo z ∈ D. (2.7)

2.4. Ejemplo de función convexa de orden alfa

A continuación presentamos como ejemplo una función convexa de orden α con
0 ≤ α < 1. Para 0 ≤ α ≤ 1/2 se propone la función:

f (z) =
(

1 + 2α

2

)
Log

(
1 +

( 1−2α
1+2α

)
z

1 − z

)
, para todo z ∈ D. (2.8)

Por otro lado, para 1/2 < α < 1 definimos:

f (z) =
(1 − z)−(1−2α) − 1

1 − 2α
, para todo z ∈ D. (2.9)

La expresión para f (z) definida en (2.9) es exactamente igual a aquella propuesta
por Suita en (2.7) la cual está también mencionada por Yamashita (1999). Mientras
que la expresión para f (z) definida en (2.8) para 0 ≤ α ≤ 1/2, se propone en este
trabajo como un ejemplo relevante de función convexa de orden α dado en términos
de expresiones puramente algebraicas más que en términos de una expresión inte-
gral.

A continuación mostraremos que las funciones propuestas en (2.8) y (2.9) son
convexas de orden α, además de verificar que satisface la cota propuesta por Sui-
ta (1996), en cada caso. Notemos que para todo 0 ≤ α < 1 las funciones definidas
anteriormente son analı́ticas y univalentes. Para el caso 1/2 < α < 1 tenemos que
f (0) = 0 y además:

f ′(z) = (1 − z)−2(1−α) y f ′′(z) = 2(1 − α)(1 − z)−2(1−α)−1.

Notar que f ′(0) = 1 y f ′′(z) = 2(1 − α) ̸= 0. Por otro lado, para mostrar que f es
convexa de orden α, calculamos:

f ′′(z)
f ′(z)

=
2(1 − α)

1 − z
=⇒ g(z) = 1 + z

f ′′(z)
f ′(z)

=
1 + (1 − 2α)z

1 − z
.
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Teniendo en cuenta que Re{1/(1 − z)} > 1/2, se tiene:

Re{g(z)} = Re
{

2(1 − α)

1 − z
− (1 − 2α)

}
> 2(1 − α)

1
2
− 1 + 2α = α.

Concluimos para este caso, que f es convexa de orden α. Obtenemos una cota para
la expresión (1 − |z|2)2 · |S f (z)|, considerando que:

S f (z) =
(

f ′′(z)
f ′(z)

)′
− 1

2

(
f ′′(z)
f ′(z)

)2

=
2α(1 − α)

(1 − z)2 ,

obtenemos:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2α(1 − α)
(1 − |z|2)2

(1 − |z|)2 = 2α(1 − α)(1 + |z|)2.

Lo anterior implica que:

∥S f ∥ = sup
|z|<1

(1 − |z|2)2|S f (z)| = 8α(1 − α), para todo
1
2
< α < 1.

Para el caso 0 ≤ α ≤ 1/2, tenemos que f (0) = 0 y f ′(0) = 1 ya que:

f ′(z) =
1(

1 +
( 1−2α

1+2α

)
z
)
(1 − z)

.

Luego de algunos cálculos obtenemos:

f ′′(z) =
2

1 + 2α

 2α + (1 − 2α)z(
1 +

( 1−2α
1+2α

)
z
)2

(1 − z)2

 .

Analogamente a lo realizado, procedemos a obtener la pre Schwarziana:

P f (z) =
f ′′(z)
f ′(z)

=
2

1 + 2α

[
2α + (1 − 2α)z(

1 +
( 1−2α

1+2α

)
z
)
(1 − z)

]
. (2.10)

De donde obtenemos que:

g(z) = 1 + z
f ′′(z)
f ′(z)

=
1 +

( 1−2α
1+2α

)
z2(

1 +
( 1−2α

1+2α

)
z
)
(1 − z)

.

Una representación útil de la expresión anterior pemite comprobar que f es convexa
de orden α:

Re{g(z)} = Re
{

z
1 − z

}
+ Re

{
1

1 +
( 1−2α

1+2α

)
z

}
. (2.11)

Para el sumando de la izquierda notemos que:

z
1 − z

=
1

1 − z
− 1 =⇒ Re

{
z

1 − z

}
>

1
2
− 1 = −1

2
. (2.12)
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Para el sumando de la derecha de la expresión (2.11) sea z = reiθ con 0 ≤ r < 1 y
θ ∈]− π, π]. Entonces:

1
1 +

( 1−2α
1+2α

)
z
=

1 +
( 1−2α

1+2α

)
r cos(θ)− i

( 1−2α
1+2α

)
r cos(θ)(

1 +
( 1−2α

1+2α

)
r cos(θ)

)2
+
(( 1−2α

1+2α

)
r sen(θ)

)2 .

Lo anterior implica que:

Re

{
1

1 +
( 1−2α

1+2α

)
z

}
=

1 +
( 1−2α

1+2α

)
r cos(θ)

1 + 2
( 1−2α

1+2α

)
r cos(θ) +

( 1−2α
1+2α

)2 r2
.

Notar que la expresión anterior se hace cada vez más pequeña a medida que r → 1−,
con cos(θ) = 1, luego:

Re

{
1

1 +
( 1−2α

1+2α

)
z

}
>

1 +
( 1−2α

1+2α

)
1 + 2

( 1−2α
1+2α

)
+
( 1−2α

1+2α

)2

=
1 +

( 1−2α
1+2α

)(
1 +

( 1−2α
1+2α

))2

=
1 + 2α

2
.

Entonces, de acuerdo a (2.12) y a lo realizado en el desarrollo anterior, tenemos que:

Re{g(z)} > −1
2
+

1 + 2α

2
= α.

Concluimos que f (z) es convexa de orden α cuando 0 ≤ α ≤ 1/2. Para determinar
la cota para la norma de la derivada Schwarziana, a partir de (2.10) obtenemos:

(
f ′′(z)
f ′(z)

)′
=

2
( 1−2α

1+2α

) (
1 +

( 1−2α
1+2α

)
z
)
(1 − z) + 4

( 2α
1+2α +

( 1−2α
1+2α

)
z
)2(

1 +
( 1−2α

1+2α

)
z
)2

(1 − z)2
.

Entonces la derivada Schwarziana está dada por:

S f (z) =
2[

(1 + 2α)
(
1 +

( 1−2α
1+2α

)
z
)
(1 − z)

]2 =
2

(1 + 2α + (1 − 2α)z)2(1 − z)2 .

De lo anterior se concluye que:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2
(

1 − |z|2
(1 + 2α + (1 − 2α)|z|)(1 − |z|)

)2

= 2
(

1 + |z|
1 + 2α + (1 − 2α)z

)2

≤ 2.

Notar que si 0 ≤ α ≤ 1/2, entonces 1 − 2α ≥ 0. Para la última desigualdad, tenemos
que:

0 ≤ 2α(1 − |z|) =⇒ 1 + |z|
1 + 2α + (1 − 2α)|z| ≤ 1.



Capı́tulo 2. Estado del arte 14

En consecuencia,

∥S f ∥ = sup
|z|<1

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2, para todo 0 ≤ α ≤ 1
2

.

Del desarrollo anterior, concluimos que la función definida en (2.8) es convexa de
orden α, además de satisfacer las cotas asociadas a la norma Schwarziana dadas por
Suita (1996). Esta función también posee las siguiente propiedades:

si α = 0 entonces obtenemos:

f (z) =
1
2

Log
(

1 + z
1 − z

)
.

La cual maximiza la norma de la derivada Schwarziana dentro de las funciones
convexas de orden 0, o simplemente convexas. Esta función está definida en
(2.4) y su gráfico está dado en la Figura 2.1.

Si α = 1/2 entonces obtenemos:

f (z) = Log
(

1
1 − z

)
= −Log(1 − z). (2.13)

En la Figura 2.2 se presenta la imagen del disco bajo la función dada en (2.13).

FIGURA 2.2: Imagen del disco asociada la función (2.13).

Por otro lado, si analizamos el comportamiento de f (z) cuando α → (1/2)+,
obtenemos:

lı́m
α→(1/2)+

f (z) = lı́m
α→(1/2)+

(1 − z)−(1−2α) − 1
1 − 2α

= lı́m
α→(1/2)+

e−(1−2α)Log(1−z) − 1
1 − 2α

.
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Aplicamos la regla de L’Hopital (derivando respecto de α) para obtener:

lı́m
α→(1/2)+

2e−(1−2α)Log(1−z)Log(1 − z)
−2

= −Log(1 − z) lı́m
α→(1/2)+

e−(1−2α)Log(1−z)

= −Log(1 − z).

Si definimos la sustitución β =
2α

1 + 2α
, entonces si 0 ≤ α ≤ 1/2 se tiene que

0 ≤ β ≤ 1/2. Además,

1 − 2α

1 + 2α
= 1 − 2β y

1 + 2α

2
=

1
2(1 − β)

.

Entonces, para 0 ≤ β ≤ 1/2, podemos escribir:

f (z) =
1

2(1 − β)
Log

(
1 + (1 − 2β)z

1 − z

)
.

Sin embargo, esta función es convexa de orden
β

2(1 − β)
< β.
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Capı́tulo 3

Objetivos y metodologı́a

En este capı́tulo describimos las hipótesis asociadas a este trabajo además de en-
tregar las metodologı́as de trabajo considerando en primer lugar el uso de un lema
fundamental dentro del Análisis Complejo y en segundo lugar, el uso como com-
plemento a la investigación del lenguaje de programación Python para obtener una
visualización geométrica de las funciones y también como apoyo algebraico.

3.1. Definición de las hipótesis

La hipótesis principal de esta tesis es obtener, mediante el uso lema de Schwarz y
alguna de sus generalizaciones, una cota para la norma de la Schwarziana:

∥S f ∥ = sup
z∈D

(1 − |z|2)2 · |S f (z)|, (3.1)

para la clase de funciones convexas de orden α con f ′′(0) = 0 y extender, de ser
posible, algunos resultados y ejemplos análogos a los propuestos en Chuaqui et al.
(2011) para estas sub clases.

Como objetivo secundario se propone obtener una cota similar a la obtenida por
Suita (1996) pero mediante la aplicación de un resultado fundamental en análisis
complejo, conocido como lema de Schwarz, de una forma análoga a como se aplica
para las funciones de la clase C en Chuaqui et al. (2011). A continuación, enunciamos
el lema de Schwarz:

Lema 1. Sea f : D → C una función analı́tica en D. Si f (0) = 0 y | f (z)| ≤ 1 para todo
z ∈ D entonces:

| f (z)| ≤ |z|, para todo z ∈ D.

Además | f ′(0)| ≤ 1. En el caso que | f (z)| = |z| para algún z ̸= 0 entonces f (z) es una
rotación del disco.

Un resultado importante asociado al lema de Schwarz es el lema de Schwarz-
Pick y podemos interpretarlo como una generalización del Lema 1 para funciones
analı́ticas de D en D, donde no necesariamente es el origen el queda fijo por la
función f :

Lema 2. Sea f : D → D una función analı́tica en D. Entonces, para todo z1, z2 ∈ D se
tiene que: ∣∣∣∣∣ f (z1)− f (z2)

1 − f (z1) f (z2)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z1 − z2

1 − z1z2

∣∣∣∣ .
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Como consecuencia de lo anterior se tiene además que, para todo z ∈ D:

| f ′(z)| ≤ 1 − | f (z)|2
1 − |z|2 .

En Boas (2010) se puede encontrar una reseña histórica del Lema 1 y del Lema 2,
mientras que en Avkhadiev & Wirths (2009) se plantean distintos tipos de generali-
zaciones y desigualdades asociadas al lema de Schwarz.

Por otro lado, considerando que si g(z) = 1 + z f ′′(z)/ f ′(z) ∈ P, osea g(0) = 1 y
Re{g(z)} > 0, entonces podemos decir que g está subordinada a la transformación
de Möebius

ℓ(z) =
1 + z
1 − z

con z ∈ D,

que envı́a el disco D de manera conforme al semiplano derecho H = {w ∈ C :
Re{w} > 0} (ver Figura 3.1), de acuerdo a la relación:

g(z) = 1 + z
f ′′(z)
f ′(z)

= ℓ(w(z)), (3.2)

donde w es una función analı́tica de D en D, con w(0) = 0 (denominada función de
Schwarz).

FIGURA 3.1: Imagen H del disco D asociada a la función ℓ(z).

Análogamente a lo descrito anteriormente y extendiendo la idea propuesta por
Chuaqui et al. (2011), para 0 ≤ α < 1 podemos considerar la siguiente transforma-
ción de Möebius:

ℓα(z) =
1 + (1 − 2α)z

1 − z
, z ∈ D,
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que envı́a el disco D de manera conforme al semiplano Hα = {w ∈ C : Re{w} > α}.
La Figura 3.2 muestra la imagen del disco D asociada a la función ℓα(z) para α =
1/2.

FIGURA 3.2: Imagen Hα del disco D asociada a la función ℓα(z) con
α = 1/2.

Si consideramos que

g(z) = 1 + z
f ′′(z)
f ′(z)

∈ P,

tal que Re{g(z)} > α, entonces la función ℓ−1
α ◦ g : D → D está bien definida, es

analı́tica en D y además (ℓ−1
α ◦ g)(0) = 0 por lo que podemos decir que, para el caso

de la clase de funciones convexas de orden α, g está subordinada a ℓα y por lo tanto:

g(z) = 1 +
z f ′′(z)
f ′(z)

= ℓα(w(z)) =
1 + (1 − 2α)w(z)

1 − w(z)
,

para alguna función w : D → D, analı́tica en D y w(0) = 0. Si definimos la función
φ(z) = w(z)/z para todo z ∈ D, entonces de (3.1) obtenemos la expresión para la
pre Schwarziana de f :

P f (z) =
f ′′(z)
f ′(z)

= 2(1 − α)

(
φ(z)

1 − zφ(z)

)
. (3.3)

Notemos que las expresiones φ(z) y f ′′(z)/ f ′(z) están bien definidas para z = 0,
considerando que w(0) = 0 y que f ′(0) = 1 ya que f ∈ S. Como consecuenca de
lo anterior, obtenemos que la derivada Schwarziana asociada a una función f en la
clase Cα cumple:

S f (z) = 2(1 − α)

(
φ′(z) + α · φ2(z)
(1 − zφ(z))2

)
, (3.4)
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para todo 0 ≤ α < 1. Dado que φ : D → D, además de ser analı́tica en D, tenemos
que se cumple:

|φ′(z)| ≤ 1 − |φ(z)|2
1 − |z|2 , (3.5)

de acuerdo al lema de Schwarz-Pick (2). Luego, de (3.4) y (3.5) junto con la desigual-
dad triangular, se tiene:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2(1 − α)

[
(1 − |φ(z)|2)(1 − |z|2)

|1 − zφ(z)|2 + α

(
|φ(z)|(1 − |z|2)
|1 − zφ(z)|

)2
]

.

Esta última relación será clave para desarrollar el objetivo planteado en esta tesis.

3.2. Uso de Python

En este trabajo nos apoyaremos con el lenguaje de programación Python, junto
con las librerı́as matplotlib, sympy, numpy, entre otras, para graficar y trabajar con
expresiones algebraicas a modo de apoyar visualmente, además de complementar
y corroborar los resultados y enunciados propuestos. En particular, se programaron
distintos tipos de funciones que permitieron:

Visualizar geométricamente la imagen del disco D bajo algunas de las funcio-
nes definidas en este trabajo, en particular para visualizar la parte real de la
función:

g(z) = 1 + z
f ′′(z)
f ′(z)

,

y también para obtener una representación geométrica de la imagen del disco
D bajo las distintas funciones que se presentan en este trabajo. Las figuras
presentadas en esta tesis corresponden al desarrollo de este inciso.

Corroborar algunos cálculos algebraicos extensos que se proponen en este tra-
bajo. Fue muy importante poder validar algunos cálculos asociados a la pre
Schwarziana, a la derivada Schwarziana y la función definida en (3.2). Cabe
señalar que todos los cálculos fueron realizados de manera formal y que los
programas desarrollados para el trabajo algebraico permitieron solo corrobo-
rar lo realizado.

Investigar de manera general una función convexa de orden α y aproximar su
orden mediante procesos de optimización programados dentro de la librerı́a
scipy. Lo propuesto en Python para esta parte permite tener una idea general
respecto del comportamiento de la función y las demostraciones se realizaron
de manera formal dentro del desarrollo de este trabajo.

En el Apéndice A se presentan los códigos que se programaron como apoyo a la
investigación junto con la descripción general de éstos.
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Capı́tulo 4

Resultados

En esta sección proponemos y demostramos los resultados asociados a esta tesis.
El primer resultado, de este trabajo, entrega una cota precisa para la norma Schwar-
ziana asociada a las funciones convexas de orden α con la condición que la segunda
derivada en el origen sea igual a cero. Posteriormente presentamos una función (en
términos de una expresión integral) que maximiza la norma de la Schwarziana para
esta clase de funciones junto con ejemplos relevantes para los casos α = 0 y α = 1/2.
Como resultado secundario, quitamos la condición sobre la segunda derivada en el
origen para obtener una desigualdad asociada a la norma Schwarziana, la cual en
general no es precisa considerando aquella obtenida por Suita (1996), pero que en
algunos casos puntuales asociados al módulo de la segunda derivada en el origen es
mejor.

4.1. Funciones convexas de orden alfa con f”(0)=0

Sea f una función convexa de orden α. Diremos que f pertenece a la clase C0
α si

f ′′(0) = 0. El primer resultado de este trabajo muestra una cota precisa de la norma
Schwarziana asociada a las funciones de la clase C0

α:

Teorema 1. Si f ∈ C0
α entonces

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2(1 − α2), para todo 0 ≤ α < 1.

Demostración. Dado que si f ∈ C0
α entonces f es una función en la clase C, de acuerdo

a (3.4) y a la desigualdad triangular, tenemos que:

|S f (z)| ≤ 2(1 − α)

[
|φ′(z)|+ α|φ(z)|2

|1 − zφ(z)|2

]
.

Como consecuencia de lo anterior, se tiene:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2(1 − α) · (1 − |z|2)2

|1 − zφ(z)|2
[
|φ′(z)|+ α|φ(z)|2

]
(4.1)

≤ 2(1 − α) · (1 − |z|2)2

|1 − zφ(z)|2

[
1 − |φ(z)|2

1 − |z|2 |+ α|φ(z)|2
]

. (4.2)

La última desigualdad se obtiene al aplicar el Lema 2 a |φ′(z)| considerando que φ
es analı́tica en D. Por otro lado, definamos la función Φ como:

Φ(z) =
z − φ(z)

1 − zφ(z)
, z ∈ D.
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Notemos que |Φ(z)|2 < 1 ya que |z| < 1 y |φ(z)| < 1, y por lo tanto:

(1 − |z|2)(1 − |φ(z)|2) > 0 =⇒ |z − φ(z)|2 < |1 − zφ(z)|2.

Luego,

1 − |Φ(z)|2 =
(1 − |φ(z)|2)(1 − |z|2)

|1 − zφ(z)|2 ,

O bien,
(1 − |z|2)2

|1 − zφ(z)|2 =
(1 − |Φ(z)|2)(1 − |z|2)

(1 − |φ(z)|2) .

Reemplazando esta última expresión en (4.1) se sigue que:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2(1 − α)(1 − |Φ(z)|2)
[

1 + α

(
|φ(z)|2(1 − |z|2)

1 − |φ(z)|2

)]
. (4.3)

Considerando la expresión dada en (3.3) para la pre Schwarziana de f y además que
f ′(0) = 1 ya que f ∈ Cα ⊂ S, obtenemos:

f ′′(0)
f ′(0)

= 2(1 − α)

(
φ(0)

1 − 0 · φ(0)

)
⇐⇒ f ′′(0) = 2(1 − α)φ(0). (4.4)

Ya que f ∈ C0
α tenemos que f ′′(0) = 0 y por lo tanto φ(0) = 0. Como φ está definida

en el disco, es analı́tica y φ(0) = 0, por el lema de Schwarz (Lema 1) obtenemos:

|φ(z)| ≤ |z|, para todo z ∈ D. (4.5)

Como consecuencia de lo anterior tenemos que:

|φ(z)|2
1 − |φ(z)|2 ≤ |z|2

1 − |z|2 , para todo z ∈ D. (4.6)

Sustituyendo (4.6) en (4.3) tenemos que:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2(1 − α)(1 − |Φ(z)|2)(1 + α|z|2).

Ya que 1 − |Φ(z)|2 < 1 considerando que |Φ(z)| < 1 para todo |z| < 1, podemos
concluir que:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2(1 − α)(1 + α) = 2(1 − α2).

■

Del resultado anterior, podemos notar que una cota precisa de la norma de la
derivada Schwarziana cuando f ∈ C0

α es:

∥S f ∥ = sup
z∈D

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| = 2(1 − α2).

En el contexto de las funciones convexas de orden α, tenemos que si f ∈ C0
α y w(z) =

z2, entonces se cumple que:

1 +
z f ′′(z)
f ′(z)

=
1 + (1 − 2α)z2

1 − z2 =⇒ f ′′(z)
f ′(z)

=
2(1 − α)z

1 − z2 , para todo z ∈ D.
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Por otro lado,

(Log( f ′(z)))′ =
f ′′(z)
f ′(z)

y
(

Log
(

1
1 − z2

))′
=

2z
1 − z2 .

De lo anterior, se tiene que:

f ′(z) =
(

1
1 − z2

)1−α

=⇒ f (z) =
∫ z

0

(
1

1 − w2

)1−α

dw. (4.7)

Es importante notar que cuando α = 0 entonces:

f (z) =
∫ z

0

1
1 − w2 dw =

1
2

Log
(

1 + z
1 − z

)
,

la cual maximiza la norma de la derivada Schwarziana en las funciones convexas (o
convexas de orden 0). Además, si evaluamos por α = 1/2 en (4.7) entonces obtene-
mos la función:

f (z) =
∫ z

0

1
(1 − w2)1/2 dw = arcsen(z), (4.8)

donde f (0) = 0, f ′(0) = 1 y f ′′(0) = 0. Entonces, la función arcsen(z) es una función
convexa de orden 1/2 y además maximiza la norma Schwarziana en la clase C0

1/2.
En la Figura 4.1 se muestra la imagen del disco dado en la Figura 1.1 bajo la función
dada en (4.8), mientras que en la Figura 4.2 se muestra la imagen asociada al disco
de la función 1 + z · f ′′(z)/ f ′(z) donde f (z) es la función dada en (4.8).

FIGURA 4.1: Imagen del disco D asociada a la función f (z) =
arcsen(z).



Capı́tulo 4. Resultados 23

FIGURA 4.2: Imagen del disco D asociada a 1 + z · f ′′(z)/ f ′(z) con
f (z) = arcsen(z).

Complementando lo anterior, presentamos una desigualdad importante asociada
a las funciones de la clase C0

α. En Chuaqui et al. (2011), para la clase de funciones
convexas se obtiene la desigualdad:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)|+ 2
∣∣∣∣ φ(z)− z̄
1 − zφ(z)

∣∣∣∣2 ≤ 2, (4.9)

la cual es una consecuencia directa de (3.5), con |φ(z)| ≤ 1 para todo z ∈ D y f ∈ C.
Esta desigualdad es estricta para todo z ∈ D mientras que φ sea una rotación o una
transformación de Möbius de D en D. Esta desigualdad permite entender qué tan
lejos está la expresión (1− |z|2)2|S f (z)| de la cota asociada a la norma de la derivada
Schwarziana y en este caso en particular, notamos que ella depende de la función φ
que se considere.

Para el caso de la clase C0
α obtenemos una desigualdad análoga a (4.9), conside-

rando en nuestro caso que φ(z) := zφ(z):

(1−|z|2)2|S f (z)| ≤ 2(1− α)

[
(1 + α)−

∣∣∣∣ zφ(z)− z̄
1 − z2φ(z)

∣∣∣∣2 − α

(
1 −

(
(1 − |z|2)|zφ(z)|

|1 − z2φ(z)

)2
)]

.

De la desigualdad anterior, obtenemos:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)|+ 2(1 − α)

∣∣∣∣ zφ(z)− z̄
1 − z2φ(z)

∣∣∣∣2 ≤ 2(1 − α2).
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4.2. Funciones convexas de orden alfa

En esta sección presentamos dos resultados asociados a la norma Schwarziana en
la clase de funciones convexas de orden α, donde no necesariamente f ′′(0) = 0. El
siguiente lema será útil para demostrar el Teorema 2.

Lema 3. Sea φ una función analı́tica definida en D tal que |φ(z)| ≤ 1 para todo z ∈ D.
Entonces:

|φ(z)| ≤ |φ(0)|+ |z|
1 + |φ(0)| · |z| .

Observación: El lema anterior se puede considerar como un caso especial del lema
de Schwarz para funciones acotadas y su demostración está disponible en Nehari
(2012).

El siguiente teorema presenta otro resultado asociado a la clase más general de
funciones convexas de orden α. El resultado propone una cota para la derivada Sch-
warziana de acuerdo al valor de f ′′(0) cuando f ∈ Cα.

Teorema 2. Sea f una función convexa de orden α, con 0 ≤ α < 1. Si p = (2(1 −
α))−1| f ′′(0)|, entonces:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2(1 − α)

(
1 + α · (1 + p

1 − p

)
,

para todo 0 ≤ α < 1.

Demostración. A partir de lo realizado en la demostración del Teorema 1, si conside-
ramos la expresión dada en (4.4) entonces tenemos que p = |φ(0)|, por lo que de
acuerdo al Lema 3 se tiene que:

|φ(z)|2
1 − |φ(z)|2 ≤ (p + |z|)2

(1 + p|z|)2 − (p + |z|)2 =
(p + |z|)2

(1 − p2)(1 − |z|2) .

Al evaluar en la expresión (4.3) en la demostración del Teorema 1 se concluye que:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2(1 − α)(1 − |Φ(z)|2)
(

1 + α · (p + |z|)2

1 − p2

)
.

Teniendo en cuenta que 1 − |Φ(z)|2 < 1 para todo |z| < 1, podemos concluir que:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2(1 − α)

(
1 + α · (p + 1)2

1 − p2

)
.

= 2(1 − α)

(
1 + α · 1 + p

1 − p

)
.

■

Observación: La diferencia del resultado obtenido por Suita (1996) respecto del en-
tregado en el Teorema 2 de este trabajo, consiste en la utilización del lema de Sch-
warz y de Schwarz-Pick en vez de la representación de Herglotz para funciones en
la clase P. Aún cuando la desigualdad no es precisa, los siguientes teoremas indican
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las condiciones asociadas al valor de f ′′(0) de modo que la cota obtenida en este tra-
bajo sea menor o igual que aquella obtenida por Suita para las funciones convexas
de orden α.

Teorema 3. Sea f una función convexa de orden α. Para 0 ≤ α ≤ 1/2, si

| f ′′(0)| ≤ 2α(1 − α)

2 − α
y p =

| f ′′(0)|
2(1 − α)

,

entonces:
2(1 − α)

(
1 + α · 1 + p

1 − p

)
≤ 2.

Mientras que para 1/2 < α < 1, si

| f ′′(0)| ≤ 2(1 − α)(3α − 1)
5α − 1

y p =
| f ′′(0)|

2(1 − α)
,

entonces:
2(1 − α)

(
1 + α · 1 + p

1 − p

)
≤ 8α(1 − α).

Demostración. Supongamos que 0 ≤ α ≤ 1/2, por lo que de acuerdo al enunciado,

| f ′′(0)| ≤ 2α(1 − α)

2 − α
⇐⇒ p ≤ α

2 − α
.

Entonces, tenemos que:

1 + p ≤ 2
2 − α

y 1 − p ≥ 2(1 − α)

2 − α
.

Lo anterior implica que:
1 + p
1 − p

≤ 1
1 − α

.

Luego,

2(1 − α)

(
1 + α · 1 + p

1 − p

)
≤ 2(1 − α)

(
1 + α · 1

1 − α

)
= 2. (4.10)

Por otro lado, si suponemos que 1/2 < α < 1 tenemos, de forma análoga a lo reali-
zado anteriormente, que:

| f ′′(0)| ≤ 2(1 − α)(3α − 1)
5α − 1

⇐⇒ p ≤ 3α − 1
5α − 1

.

A partir de lo anterior, obtenemos que:

1 + p ≤ 2α − 2
5α − 1

y 1 − p ≥ 2α

5α − 1
.

Y por lo tanto,
1 + p
1 − p

≤ 4α − 1
α

.
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Evaluando, se tiene que:

2(1 − α)

(
1 + α · 1 + p

1 − p

)
≤ 2(1 − α)

(
1 + α · 4α − 1

α

)
= 8α(1 − α). (4.11)

■

Observación: El Teorema 3 junto con las desigualdades (4.10) y (4.11) permiten ob-
tener una cota mejor o más precisa que aquella obtenida por Suita (1996), siempre
que | f ′′(0)| esté dentro de un rango apropiado de valores, que a su vez dependen
del valor de α asociado al orden de convexidad de la función f . Cuando 0 ≤ α ≤ 1/2
y 1/2 < α < 1 tenemos, respectivamente, que:

(1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 2 y (1 − |z|2)2 · |S f (z)| ≤ 8α(1 − α).

Por otro lado, es importante mencionar que:

0 ≤ 2α(1 − α)

2 − α
≤ 1

3
y 0 <

2(1 − α)(3α − 1)
5α − 1

≤ 28 − 8
√

6
25

≈ 0,33616,

cuando 0 ≤ α ≤ 1/2 y 1/2 < α < 1, respectivamente. El valor máximo se obtiene
cuando

α =
3 + 2

√
6

15
≈ 0,526.
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Capı́tulo 5

Conclusiones

En este capı́tulo se entregan las conclusiones del trabajo desarrollado en esta tesis
y posterior trabajo a futuro para extender las ideas y resultados presentados.

5.1. Conlusiones generales

A continuación se describen algunas conclusiones generales que se desprenden
del trabajo realizado:

Las hipótesis propuestas fueron aplicadas durante la investigación de manera
satisfactoria y se logró obtener un resultado aplicando el lema de Schwarz para
obtener una cota para la norma Schwarziana para funciones convexas de orden
α, considerando la hipótesis adicional f ′′(0) = 0.

Aún cuando no se pudo generalizar la cota obtenida por Suita (1996) mediante
la aplicación del lema de Schwarz para funciones no normalizadas (no necesa-
riamente f ′′(0) = 0) si se obtuvo una cota mejor para un caso más restringido
asociado al orden de convexidad y al valor del módulo de la segunda deriva-
da de f en cero. De acuerdo a los cálculos realizados esto último se cumple
cuando el valor de | f ′′(0)| es relativamente pequeño.

Es importante mencionar que el uso del lenguaje de programación Python,
aprendido durante la realización de este magı́ster, fue muy relevante en el
proceso de investigación permitiendo visualizar y corroborar algunos de los
extensos cálculos que se debieron realizar en algunos casos.

5.2. Trabajo posterior

Se proponen algunas ideas generales de trabajo posterior asociado al desarrollo
de esta tesis y metodologı́a aplicada.

Se intentará extender el uso del lema de Schwarz para otras clases de funciones
y obtener una relación que permita obtener una cota para la derivada Schwar-
ziana en estas clases.

Buscar ejemplos en estas clases de funciones, en particular aquellos que se pre-
senten como ejemplos maximales asociados a la norma Schwarziana, además
de preguntarse respecto de su unicidad.

Obtener una mejor cota asociada a la derivada Schwarziana respecto de aque-
lla que se propone en este trabajo para funciones convexas de orden α (Teorema
2).
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Aplicar herramientas de programación como metodologı́a real para la investi-
gación y que permita abordar ideas y razonamientos de manera visual además
de numérica, permitiendo optmizar el proceso de investigación en algunos ca-
sos.
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Apéndice A

Códigos implementados

A.1. Desarrollo algebraico

El siguiente código permite obtener la pre Schwarziana, la expresión 1+ z · f ′′(z)/ f ′(z)
y la derivada Schwarziana asociada a alguna función f (z). Dentro del código se pro-
ponen algunas funciones interesantes y que están presentes en el desarrollo de este
trabajo.

1 # Verificación de desarrollo algebraico

2
3 # Importación de librerı́as

4 import sympy as sp

5
6 # Visualización de ecuaciones

7 from IPython.display import display , Math

8
9 # Definimos sı́mbolos asociados a la variable compleja z

10 # y al parametro a

11
12 z = sp.Symbol(’z’)

13 a = sp.Symbol(’a’)

14
15 # Algunas funciones de ejemplo

16 # Descomentar para activar y definir en términos de z

17
18 f = 0.5 * sp.log ((1.0 + z) / (1.0 - z))

19
20 # f = sp.log (1.0 / (1.0 - z))

21
22 f = (((1.0 + 2.0 * a) / 2.0) *

23 sp.log ((1.0 + ((1.0 - 2.0 * a) /

24 (1.0 + 2.0*a)) * z) /

25 (1.0 - z)))

26
27 # f = ((1.0 - z)**( -(1 - 2.0 * a)) - 1.0) / (1.0 - 2.0 * a)

28
29 # f = sp.asin(z)

30
31 # f = z / (1 - z)**2 # Funci\’on de Koebe

32
33
34 # Obtenemos la pre Schwarziana de f

35 pSf = sp.simplify(f.diff(z,2) / f.diff(z))

36
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37 print(’La pre Schwarziana de f es:’)

38 display(pSf)

39
40 # Obtenemos la expresión p = 1 + z * f’’(z) / f’(z)

41 # en la clase P

42
43 p = 1 + z * pSf

44
45 print(’La función en la clase de Caratheódory de f es:’)

46 display(sp.simplify(p))

47
48 # Obtenemos la derivada Schwarziana

49
50 Sf = pSf.diff(z) - (1/2) * (pSf )**2

51
52 print(’La derivada Schwarziana de f es:’)

53 display(sp.simplify(Sf))

A.2. Visualización en el plano complejo

El siguiente código permite obtener la imagen del disco D bajo la función f (z).
En el código se proponen algunas funciones relevantes y que están presentes en el
desarrollo de esta tesis.

1 # Visualización geométrica en el plano complejo

2
3 # Importación de librerı́as

4 import numpy as np

5 import cmath

6 import matplotlib.pyplot as plt

7
8 # Se define valor para el parámetro a

9
10 a = 0.5

11
12 # Algunas funciones de ejemplo

13 # Descomentar para activar. Definir en términos de z y a

14
15 # f = lambda z: z # Función identidad

16
17 # f = lambda z: z / (1 - z)**2 # Función de Koebe

18
19 # f = lambda z: 0.5 * (z / (1.0 - z)**2.0 + z /

20 # (1.0 + z)**2.0) # Función no univalente

21
22 f = lambda z: 0.5 * cmath.log((1 + z) /

23 (1 - z)) # Franja horizontal

24
25 # f = lambda z: (((1.0 + 2 * a) / 2) *

26 # sp.log((1 + ((1 - 2 * a) /

27 # (1 + 2 * a)) * z) /

28 # (1 - z)))

29
30 f = lambda z: ((1.0 - z)**( -(1.0 - 2.0 * a)) /

31 (1.0 - 2.0 * a))

32
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33 # f = lambda z: (1 + z) / (1 - z)

34
35 # f = lambda z: z / (1 - z**2)

36
37 # f = lambda z: 1 / (1 - z**2)

38
39 # f = lambda z: 1 / (1 - z))

40
41 # f = lambda z: (1 + (1 - 2 * a) * z) / (1 - z)

42
43 # f = lambda z: (1 + ((1 - 2 * a) / (1 + 2*a)) * z) / (1 - z)

44
45 # f = lambda z: (1 + z**2) / (1 - z**2)

46
47 # f = lambda z: cmath.log (1.0 / (1.0 - z))

48
49 # f = lambda z: cmath.asin(z)

50
51 # f = lambda z: (1 + (1-2 * alpha) * z**2) / (1 - z**2)

52
53 # f = lambda z: ((1 + (1 - 2 * alpha) * z**2) / (1 - z**2))

54
55 # Definimos tama~no de imagen

56 ancho , largo = 10, 10

57 plt.figure(figsize =(ancho , largo))

58
59 # Definimos número de rayos y circunferencias

60 c_rayo , c_circ = 20, 20

61
62 # Generamos rayos parametrizados que parten desde el origen

63 for u in np.linspace(-np.pi ,

64 np.pi,

65 num=c_rayo ,

66 endpoint=False ):

67
68 # Lista que contiene la imagen de cada rayo parametrizado

69 rayo = [f(t * (np.cos(u) + 1j*np.sin(u))) for t in

70 np.linspace(0, 1, num =1000)]

71 # Obtenemos la parte real e imaginaria de cada elemento

72 # de la lista rayo

73 rayo_real = [r.real for r in rayo]

74 rayo_imagi = [r.imag for r in rayo]

75 # Graficamos la imagen de cada rayo en el plano

76 plt.plot(rayo_real , rayo_imagi)

77
78 for r in np.linspace(0,

79 1,

80 num=c_circ ,

81 endpoint=False ):

82
83 # Lista que contiene la imagen de cada cada

84 # circunferencia parametrizada

85 circ = [f(r * (np.cos(t) + 1j * np.sin(t))) for t in

86 np.linspace(-np.pi, np.pi, num =1000)]

87 # Obtenemos la parte real e imaginaria de cada

88 # elemento de la lista circ

89 circ_real = [c.real for c in circ]
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90 circ_imagi = [c.imag for c in circ]

91 # Graficamos la imagen de cada circunferencia en el plano

92 plt.plot(circ_real ,circ_imagi)

93
94
95 # Definimos centro de la imagen

96 h, k = 0, 0

97 # Definimos ancho y largo desde el centro de la imagen

98 r_h , r_k = 1.5, 1.5

99
100 plt.xlim(h - r_h , h + r_h)

101 plt.ylim(k - r_k , k + r_k)

102 plt.show()

A.3. Aproximación del orden de convexidad de una función
convexa

El siguiente código permite obtener una aproximación del orden de convexidad
de la función convexa f (z). En el código se proponen algunas funciones convexas
de orden α que están presentes en el desarrollo de este trabajo para la correcta veri-
ficación del código.

1 # Aproximacion al orden de convexidad de una funcion convexa

2
3 # Importación de librerı́as

4 import numpy as np

5 import sympy as sp

6 from sympy.utilities.lambdify import lambdify

7 from sympy.utilities.lambdify import implemented_function

8 from scipy.optimize import minimize

9
10 # Definimos el sı́mbolo asociado al número complejo z

11 z = sp.symbols(’z’)

12
13 # Algunas funciones convexas de ejemplo

14 # Descomentar para activar. Definir en términos de z y a.

15
16 # f = ((1.0 + 2 * a) / 2) * sp.log((1 + ((1 - 2 * a) /

17 # (1 + 2 * a)) * z) /

18 # (1 - z))

19
20 # f = ((1.0 - z)**(2.0 * a - 1) - 1.0) / (1.0 - 2.0 * a)

21
22 f = 0.5 * sp.log ((1.0 + z) / (1.0 - z))

23
24 # f = sp.log(1 / (1 - z))

25
26 # f = sp.asin(z)

27
28 # Definimos la parte real e imaginaria como sı́mbolos

29 # asociado a variables reales

30 x, y = sp.symbols(’x y’, real = True)

31
32 # Definimos el complejo w con parte real x e imaginaria y

33 w = x + 1j * y

34
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35 # Definimos el sı́mbolo a (algunas funciones están

36 # parametrizadas por a)

37 a = sp.symbols(’a’)

38
39 # De define el valor que asumirá el parámetro a

40 # Definir como np.NaN si la función no tiene parámetro a

41 # aa = 0.8

42 aa = np.NaN

43
44
45 # El condicional analiza el caso cuando escribimos una función

46 # respecto del parámetro a

47 if np.isnan(aa) == False:

48
49 # Definimos como función lambda a la expresión

50 # 1+ zf ’’(z)/f’(z) en términos del parámetro a

51 reg_a = sp.lambdify(a, sp.simplify (1 + z * f.diff(z,2)

52 / f.diff(z)))

53 # Definimos como función lambda a la expresión

54 # 1 + zf ’’(z)/f’(z) en términos de z y evaluamos la

55 # función anterior en el valor concreto de a

56 g = sp.lambdify(z, reg_a(aa))

57 # Extraemos solo la parte real de la función anterior en

58 # términos de las variables reales x e y

59 reg = sp.lambdify ([x,y],

60 sp.simplify(

61 sp.re(sp.simplify(sp.expand(g(w))

62 ))))

63 else:

64
65 # Definimos como función lambda a la expresión

66 # 1 + zf ’’(z)/f’(z) en términos de z

67 g = sp.lambdify(z, sp.simplify (1 +

68 z * f.diff(z,2) /

69 f.diff(z)))

70 # Extraemos solo la parte real de la función anterior

71 # en términos de las variables reales x e y

72 reg = sp.lambdify ([x,y],

73 sp.simplify(

74 sp.re(sp.simplify(sp.expand(g(w))

75 ))))

76
77 # Definimos un radio menor a uno para restringir al

78 # cı́rculo |z| <= R

79 R = 0.9999999

80
81 # Se define la función objetivo asociando las variables

82 # r y t con el radio vector y argumento en forma polar

83 def funcion_objetivo(p):

84 r = p[0]

85 t = p[1]

86 return reg(r * np.cos(t), r * np.sin(t))

87
88 # Se definen las variaciones asociadas al cı́rculo |z| <= R

89 variacion_r = (0, R)

90 variacion_t = (0, 2 * np.pi)

91 variaciones = [variacion_r , variacion_t]
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92
93 # Aproximación inicial para las variables r y t

94 p0 = [R, 0]

95
96 # Se emplea método monimize de scipy considerando

97 # que el método aplicado permite restricciones

98 result = minimize(funcion_objetivo ,

99 p0,

100 method = ’L-BFGS -B’,

101 bounds = variaciones

102 )

103
104 # Se entrega una aproximación del orden de

105 # convexidad de la función

106 print(’La función es convexa de orden (aproximadamente ): ’,

107 result.fun)
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