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Introduccion

La enfermedad denominada como COVID-19' y causada por el coronavirus SARS-CoV-2, comenz6
como un simple brote de neumonia de origenes desconocidos, inicialmente en la ciudad de Wuhan -
China en diciembre del afio 2019. Esta enfermedad se convirtié rapidamente en una epidemia
arrasando no solamente con la salud y economia de china, sino que también se esparcio al resto del
mundo repercutiendo negativamente en todos los &mbitos de la sociedad, convirtiéndose esta
epidemia en una pandemia mundial que fue declarada como tal en marzo 20202,

China, como se mencioné previamente, fue el origen de esta pandemia de COVID-192, saliéndose de
control y esparciéndose rapidamente a Europa, especificamente en Italia y en el Reino Unido, donde
posteriormente llego a América del Norte, causando méas de 25,6 millones de casos confirmados y
854.000 muertes alrededor del mundo a finales de agosto del 2020%. Finalmente, se detectd por
primera vez el COVID-19 en Chile el 3 de marzo del 2020, siendo confirmando el caso de una persona
de 33 afios que llego de un viaje por los paises sudestes asiaticos, la cual fue hospitalizada en Talca.

Las vias de transmision de COVID-19 son varias, siendo principalmente la transmision directa de
persona a persona a través de gotas de saliva y aerosoles que contienen el virus, traspasandose
mediante el contacto efectivo (suficientemente cercanos para que se transmita el virus) entre
individuos 0 mediante contactos indirectos, como el contacto a través de objetos u superficies
contaminadas. El periodo de incubacion de este virus puede variar entre 7 a 14 dias, pero
generalmente se cree que es alrededor de 10 dias, presentados en un 80% de los casos, sintomas leves
e incluso nulos®. Los sintomas mas comunes y los menos graves son fiebre, tos, diarrea y dificultad
para respirar. Por otro lado, se encuentra el sintoma mas grave que seria una neumonia fuerte, donde
se tiene requiere hospitalizacion y si es necesario, brindarle oxigeno al paciente mediante un conducto
de aire. Esta enfermedad afecta mayormente de forma grave y con riesgo vital, a las personas mayores
de edad y también aquellas que padecen de enfermedades como diabetes, obesidad, hipertension,
entre otras enfermedades que afectan directamente al sistema inmunoldgico de los individuos®. Esto
afecta directamente a los individuos que trabajan en la area de salud como doctores, enfermeras,
asistentes, entre otros que estan en contacto todo el dia con personas infectadas en los hospitales’.

COVID-19 proviene de la familia coronavirus (CoV) perteneciendo a un grupo de virus ARN que
ocasionan enfermedades en aves y mamiferos. Este virus en los humanos es muy comun viéndose
ligado a enfermedades respiratorias en diferentes grados de intensidad, como por ejemplo, existe un
“grado leve” de esta enfermedad asociandose a un resfrié comdn, pero existen otros grados como, el
“grado grave” que afecta directamente a la respiracion del individuo, provocando un sindrome
respiratorio agudo severo mejor conocido como “SARS-CoV”, también puede provocarle un
sindrome respiratorio del medio oriente llamado “MERS” o puede simplemente ocasionar la
enfermedad COVID-19, que es causada por el “SARS-CoV-28, La palabra Coronavirus es derivada
de la palabra “Corona”, estando relacionada directamente con la apariencia de los viriones (particula
viral) de este virus®. Tras varias investigaciones de los cientificos zoonéticos, se encuentran millones
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de coronavirus en la naturaleza haciéndonos vulnerables a este tipo de pandemias, siendo
especificamente el origen de este virus, los murciélagos y roedores.

Esta no es ni serd la Gltima pandemia a la que se vera enfrentada la humanidad. Ante esta situacion
de riesgo, en los ultimos afios han sucedido dos pandemias similares a la de COVID-19, siendo estas
provocadas por un tipo de coronavirus. En el afio 2002/2003 hubo una pandemia de la enfermedad
“SARS” con sintomatologia tipo grave y aguda, ocasionadas por el sindrome respiratorio “SARS-
CoV” proveniente este virus de los murciélagos y las civetas de las palmeras, origindndose
especificamente en China — Guangdong y esta se transmiti6 rapidamente a lo largo de 29 paises,
ocasionando 8000 casos y 744 muertes a lo largo de todo el mundo, teniendo una tasa de mortalidad
del 10%?'. La segunda pandemia fue de “MERS” en el afio 2012, ocasionada por el sindrome
respiratorio del medio oriente “MERS-CoV” proveniente de los murciélagos, quienes se lo
transmitieron a los camellos domésticos y de estos se propag6 a los humanos, siendo el pais de origen
de esta enfermedad Arabia saudita, extendiéndose a 27 paises y ocasionando 2519 casos junto a 866
muertes, con una tasa de mortalidad alrededor de un 35%?*2. Ambas pandemias ocasionadas por el
“SARS-CoV”y el “MERS-CoV”, son muy parecidas en la sintomatologia y enfermedad clinica que
desarrollan los humanos, como la neumonia atipica, tos, fiebre y sintomas respiratorios, los que
pueden evolucionar hacia una insuficiencia respiratorio mortal, junto al sindrome respiratorio agudo.

La llegada de COVID-19 representa una gran preocupacion para cada gobierno como también a nivel
global, tanto en el ambito socioeconémico como en el de salud publica de cada pais, por lo que se
han implementado varias medidas de contencion del virus en respuesta a esta crisis sanitaria, para
limitar su propagacion. Las primeras medidas son aquellas de intervencién no farmacéuticas
conocidas como “NPI”, cuyo objetivo es principalmente reducir la distancia social y los contactos
entre individuos mediante ,por ejemplo, el uso de las mascarillas en zonas publicas, cuarentenas en
distintas zonas del pais, aislamiento, hospitalizaciones, entre otras®®. Las otras medidas para reducir
la transmision son las vacunas contra el COVID-19, que entregan distintos niveles de inmunidad
contra la adquisicion de la enfermedad o contra estados clinicos graves'* (dependiendo del tipo de
vacuna).

Una herramienta importante para entender el efecto de medidas preventivas o de contencion sobre la
evolucion de una enfermedad infecciosa como COVID-19 son los modelos matematicos
epidemioldgicos.

Los modelos matematicos epidemioldgicos que son del tipo compartimental se basan principalmente
hoy en dia en el trabajo inicial de Sir Ronald Ross*®, un médico inglés, quien en 1892 decidio estudiar
sobre malaria y en 1894 profundizo su investigacién en la India, estudiando las hipétesis de Laveran
y Manson®®, de que los mosquitos son los responsables de transmitir el parasito de la Malaria a las
personas. Sir Ronal Ross creo el modelo matematico que ayudo al control de la malaria, identificando
que bastaba con controlar la poblacion de mosquitos manteniéndola por debajo de un cierto umbral
epidemioldgico y asi, poder controlar la malaria en humanos. Luego de esto, dos autores proveniencia
Escocesal’, William Ogilvy Kermack, bioguimico, y Anderson Gray McKendrick, médico militar, se
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11 (Li, y otros, 2005)
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basaron en el trabajo de epidemiologia matematica de Sir Ronald Ross, creando, explicando y
disefiando nuevos modelos matematicos epidemioldgicos!® como el modelo SIR, SIS, SEIR, entre
otros. Estos modelos han sido utilizados hasta el dia de hoy para predecir, entender y controlar la
dinamica de enfermedades infecciosas dentro de una determinada poblacion, para poder tomar
medidas al respecto. Se utilizaron modelos de ese tipo para el estudio de enfermedades como la
influenza, dengue o VIH y asi disponer de mas herramientas para enfrentar crisis de salud publica,
evitando un descontrol a nivel de salud publica como se ha visto en el pasado, como por ejemplo, con
la peste negra, la plaga bubonica que invadid Europa en el siglo seis que mato alrededor de un tercio
de la poblacion total, la gran peste de Londres que mato alrededor de un 15% de la poblacién total,
entre varias otras plagas y enfermedades que hubieron®®.

Se han utilizado distintos modelos matematicos epidemioldgicos para el estudio de SARS-CoV-2
como, por ejemplo, modelos estadisticos®, deterministicos?!, estocasticos?? y modelos de red?, para
que asi con estos modelos se pueda estudiar la transmision y esparcimiento de este virus en una
determinada poblacion.

Las vacunas existentes hasta la fecha estan teniendo éxito en la poblacion, siendo algunas de estas
implementadas en Chile?*: Pfizer con una eficacia del 95%, AstraZeneca con una eficacia del 70,42%,
Cansino con una eficacia del 65,7% y Sinovac con una eficacia del 50,39%. También se encuentran
otras vacunas en otros paises?® como, Moderna con una eficacia del 95%, Johnson and Johnson con
una eficacia del 72%, Novavax con una eficacia del 96,4%, entre varias otras.

Con estas vacunas no significa que todo termino, ya que, al pasar el tiempo, el virus evoluciona
produciendo distintos tipos de variantes?®, como la variante Alpha, Beta, Gamma, Delta y Omicron,
gue son mas transmisible y puede reducir la eficacia de las vacunas. Esto genera un peligro inminente
para el control de COVID-19 y es necesario analizar estos casos para estudiar su efectividad ante
ciertos escenarios.

Para el estudio de la transmision del COVID-19, se usara como base el modelo matematico
epidémico?” compartimental SIR, el cual es un modelo determinista, ilustrado por Kermack-
McKendrick usado para una poblacidn determinada. A este modelo base se le afiadira en su debido
momento, vacunacion y distinta infeccion mediante clases epidemioldgicas adicionales, generando
distintos casos de estudio para ver su efecto en la poblacién y como se comporta la transmision de
este virus.

El objetivo principal de esta tesis es crear un modelo matematico epidemioldgico y un problema de
control 6ptimo para minimizar los infectados en una poblacion, que esta sujeta a distintas medidas de
control como, vacunacion y tratamientos contra variantes de SARS-CoV-2, considerando sus
respectivas restricciones. Para lograr el objetivo principal, se trabajara en distintos objetivos
especificos:

18 (Kermack & McKendrick, 1927), (Javier, 2020)
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Explorar y/o crear distintas extensiones del modelo SIR para incorporar caracteristicas
epidemioldgicas propias de COVID-19 y medidas de control.

Crear, analizar matematica y numéricamente un modelo del tipo SIR extendido para COVID-
19 con variantes y vacunacion.

Encontrar umbrales epidemioldgicos (e.g. numeros reproductivos) para determinar el
impacto de las distintas medidas de control.

Aplicar técnicas de control 6ptimo para encontrar una medida de control de la enfermedad
gue minimice la cantidad de infectados en un poblacion, considerando las restricciones de la
medida.

El objetivo principal y los objetivos especificos se llevaran a cabo principalmente por modelos
compartimentales de ecuaciones diferenciales ordinarias y sus dinamica dependiendo de los valores
de umbrales epidemioldgicos, busqueda de dichos umbrales epidemiolégicos mediante herramientas
de epidemiologia matematica, resolucion numérica de los modelos matematicos y de un problema de
control optimo mediante el lenguaje R y Matlab, haciendo un anélisis respectivo de los resultados.

Para esto, la estructura de la tesis seguira el siguiente orden:

Capitulo Uno: Estudio de la composicion del modelo matematico epidemiolégico SIR creado
por Kermack y McKendrick de forma discreta y continua, junto al modelo SEIR.

Capitulo Dos: Estudio del modelo SIR con diferentes modificaciones en su composicion
estructural, afiadiendo la vacuna y diferentes clases infecciosas.

Capitulo Tres: Estudio del umbral epidemiolégico en el modelo SIR.

Capitulo Cuatro: Casos, discusion y estudio del modelo SVII;R con el umbral
epidemioldgico, modelado con datos provenientes del MINSAL.

Capitulo Cinco: Elaboracion, discusion y estudio del control optimo en el modelo SVI11;:R,
junto a casos del control optimo ajustando los datos provenientes del MINSAL.

Capitulo Seis: Conclusion de la tesis.




1. Modelos compartimentales del tipo SIR

En este primer capitulo se presentaran algunos modelos compartimentales del tipo SIR existentes en
la literatura, basandose en el modelo SIR epidémico elaborado por Kermack y McKendrick?® en 1927,
encontrandose en este modelo tasas de flujo entre las diferentes clases epidemioldgicas de individuos
de una poblacion. En el modelo clésico SIR epidémico se asume:

e Una enfermedad confiere inmunidad contra la reinfeccion
e La poblacion se mezcla uniformemente

e Las tasas de transmisidn y recuperacion son constantes

e No se considera un cambio demografico.

Para poder entender este modelo en su totalidad, se comenzara explicando en el primer capitulo en
base a estudios?, sus parametros y variables de como estos interactian entre si para conformar unas
ecuaciones en diferencia en el caso del modelo SIR discreto que se vera en el capitulo 1.1, luego se
mostrara el modelo de ecuaciones diferenciales del modelo SIR continuo en el capitulo 1.2 y por
altimo el capitulo 1.3 describiréd el caso en el que se expande este modelo SIR de forma continua
agregandole una clase adicional transformandolo en un modelo SEIR.

Este tipo de modelos que se veran en el primer capitulo, por su simplicidad se pueden utilizar para
hacer predicciones a corto plazo debido a sus restricciones. Mas adelante se le implementaran nuevas
variables, como los individuos vacunados y doble clase de infecciosidad, como también la
implementacion de nuevas tasas como, las de natalidad y muerte en la poblacion para poder estudiar
con este tipo de modelos con estados epidémicos. Con esto se podrd hacer un modelo mas
diferenciativo que el resto, para poder responder ciertas preguntas de interés, principalmente a nivel
cualitativo.

28 (Kermack & McKendrick, 1927)
2 (Pastén & Castillo Sepulveda, 2020)



1.1 Modelo SIR Discreto

Este modelo SIR clasico epidémico de forma discreta, es un simple sistema de ecuaciones en
diferencia que describe la transicidn entre las tres clases epidemiol6gicas. Estas 3 clases presentes en
el modelo estan dadas por susceptibles, infectados y recuperados, las cuales se podran ver en la
siguiente tabla.

S(n) Susceptibles Individuos

I(n) Infectados Individuos

R(n) Recuperados Individuos
Tabla 1

Esta tabla contiene las variables del modelo SIR discreto con sus significados y unidades.
Hablando mas en detalle sobre lo que representan las clases de este modelo SIR:

S(n): Personas susceptibles al tiempo n. Estas personas son sanas, pero no son inmunes. Por lo tanto,
pueden ser infectadas.

I1(n): Personas infecciosas al tiempo n. Estas son las personas enfermas y que poseen el virus, las
cuales pueden contagiar a las personas susceptibles.

R(n): Personas removidas al tiempo n. Son las personas que estuvieron enfermas/contagiadas y se
recuperaron 0 murieron.

Una representacion del modelo SIR discreto se puede ver en la siguiente figura:

-0 O

Figura 1
Esta figura muestra la transicion entre las 3 clases del modelo SIR, con su respectiva tasa de contagio k.

La poblacion total N queda expresada de la siguiente forma:

N =S(n) + I(n) + R(n) { 1 )

Esta ecuacion (1) es la suma de todos los habitantes de una poblacion en un instante de tiempo “n”,
distribuidos entre las tres clases epidemioldgicas del modelo SIR. Ahora, para entender la transicion
entre las clases epidemioldgicas, se definen los siguientes parametros :



Parametros Significado Unidades

n Transcurso de dias desde el | 1/Dias
primer caso de contagio
d Dias en promedio que dura la | 1/Dias
infeccion
Cantidad promedio de | 1/Dias
k contactos diarios entre
infectado y susceptible
Tabla 2

Esta tabla contiene los parametros del modelo SIR discreto con sus significados y unidades.

A continuacion, se presentaran las ecuaciones en diferencia para cada clase epidemioldgica.
Comenzando con la clase S(n), esta ecuacion en diferencia es la siguiente:

S(n)=S(n-1) - ==~ y(n-1) {2)

Esta ecuacion (2) representa la cantidad de susceptibles que habia el dia anterior (S(n-1)),

descontando la cantidad de infectados nuevos que produce un infectado al dia en promedio (k*s(;_l))
por la cantidad de infectados que hubo el dia anterior (I(n - 1)). Dando como resultado la cantidad de

individuos susceptibles que van quedando en la sociedad al dia “n”.

La siguiente clase es I(n), siendo su ecuacion en diferencia la siguiente:

I(n) = I(n-1)+ =XV« 1(n - 1) ~R(n) + R(n - 1) [ 3 }
Esta ecuacion (3) describe la cantidad de infectados que habia el dia de ayer (I(n-1)), a esta se le
agrega la cantidad total de infectados nuevos gque hay al dia “n” en promedio (k*s(;_l) I(n—-1)),

descontando los nuevos removidos (R(n) - R(n-1)) que pasaron de ser infectados a estar recuperados
(o en el peor de los casos, fallecidos).

Por ultimo, describimos la ecuacion en diferencia para la clase R(n):
R(n)=R(n-1) + 5D « (n_g-1) [4}

A diferencia de las demas ecuaciones (2,3), en esta se afade la variable “d”, que se interpreta como
un determinado nimero de dias que se demora en promedio en pasar del grupo infectado “I”” al grupo
“R”. Comportandose esta clase como, la cantidad de recuperados que hubo el dia anterior (R(n-1))

mas la cantidad total promedio de nuevos infectados hace “d+1” dias (@ xI(n—d—1)).

Mediante estas tres ecuaciones (2,3,4) en diferencia, se puede ver y comprender el modelo
matematico SIR discreto, que describe de manera simple como una enfermedad de transmision directa
se propaga a nivel poblacional.
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1.2 Modelo SIR Continuo

El modelo SIR continuo esta ligado a las ecuaciones en diferencia (2 a 4) que se acaban de ver para
el modelo SIR discreto. Este modelo esta basado en The Simple Kermack-McKendrick Epidemic
Model®, en el cual, a diferencia del modelo SIR discreto, se cambia levemente la terminologia de los
parametros como, por ejemplo, el parametro “k” se nombra como “B”, y aparece un huevo parametro
“y” que se encuentra en la transicion de la clase infectada a la recuperada. Una representacion del
modelo SIR continuo se puede ver en la siguiente figura:

o ==

B*I/N

Figura 2
Esta figura muestra la transicion entra las 3 clases. A diferencia de la figura 1, esta muestra el modelo SIR de forma Continua.

Parametro 0 ado dade

B Tasa de infeccién 1/Dias

Y Tasa de recuperacion 1/Dias
Tabla 3

Esta tabla contiene los pardmetros del modelo SIR continuo con sus significados y unidades.

Este nuevo pardmetro gamma puede ser deducido mediante la ecuacion (3) que se tiene del modelo
SIR discreto. Este gamma proviene especificamente de kSn-d-1) , donde se puede observar que al

pasar “d” dias promedios que dura la infeccion, dejaran de estar infectados y podran estar en la clase
de recuperados. En resumen, esta parte de la ecuacion muestra la tasa a la que pasaran los infectados
de hace “d” dias atras con su respectiva probabilidad de contagio “k”.

Ademas, este modelo SIR cambia en otro aspecto importante, el cual es el tiempo que ahora es una
variable independiente continua y la llamaremos “t” . Dicho esto, se mostrara a continuacion una
tabla con las variables del modelo y posterior a esto, las ecuaciones diferenciales que quedan al ser
implementadas estas nuevas formas de variables.

allapie O ado adade
N(t) Cantidad total de poblacién Individuos
S(t) Susceptibles Individuos
1(t) Infectados Individuos
R(t) Recuperados Individuos
Tabla 4

Esta tabla contiene las variables del modelo SIR continuo con sus significados y unidades

N(t): Cantidad de individuos en el tiempo “t”, que para el modelo SIR se asume constante y satisface:

N(t) = S(t) + I(t) + R(t) { 5 )

30 (Brauer & Castillo - Chavez, Mathematical Models in Population Biology and Epidemiology, 2001)
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Estas clases en la ecuacion (5) estan compuestas de la siguiente forma:

S’(t) - _ B*S(Z*I(t) [ 6 ]

S(t) se el nimero de susceptibles que van quedando al tiempo “t” en “S(t)”, menos la razén de cambio

de susceptibles a infectados en el tiempo “t” en (@).

= 20O ) { 7 )

I(t) es el nimero de infectados que van quedando al tiempo “t” en “I(t)””, mas la raz6n de cambio de
B+1()*S(D)
N
recuperacion dado una probabilidad de que se infecte por una cierta cantidad de contactos en un

tiempo “t” en “y*I(t)”.

que un susceptible pase a estar infectado en un tiempo “t” en ( ), menos la tasa de

R’(t) = y*1(t) { 8 )

R(t) es el nimero de recuperados en un tiempo “t” en “R(t)”, mé&s la tasa de recuperacion dado una
probabilidad de que se infecte por una cierta cantidad de contactos en un tiempo “t” en “y*I(t)”.

Al tener las ecuaciones (6,7,8) en un determinado tiempo “t”, ;Qué pasaria si a este tiempo “t” se le
suma un transcurso de tiempo “At”? En este caso, en las ecuaciones (6,7,8) al agregarle un tiempo
transcurrido “At”, se hara un gran paso para poder transformar este modelo SIR discreto a un modelo
SIR continuo. Quedando las ecuaciones (6,7,8) de la siguiente forma:

(A1) = s(t) - 20 Oepy { 9 }
s(t+At) indica el nimero de susceptibles s(t) al transcurrir un tiempo At.
i(t+AD) = i(t) +@*At—y*i(t)*m { 10 }
i(t+At) indica el nimero de infectados i(t) al transcurrir un tiempo At.

r(tFAL) = r(t) + y*i(t)*At { 11 )

r(t+At) indica el nimero de recuperados r(t) al transcurrir un tiempo At.

Con estas tres ecuaciones (9,10,11) iniciara el paso final para dejar este modelo SIR en su forma
continua. Para esto se creard un sistema de ecuaciones diferenciales en base a las ecuaciones
(9,10,11), donde se utilizaran métodos matematicos para pasar de su forma discreta a continua.

12



1.- Se utiliza la ecuacion (9) del nimero de susceptibles, s(t+At) :

s(t+A) = s(t) - 20 Oepy 12

N
—

Se despeja la ecuacion (12), eliminando s(t) y At :

S(tHAD —s(t) _  Brs(D)+i(t) [ 13 J
At - N

Se aplica el limite de At > 0 :

ds(® _ Brs(D+i(t)
dt N

2.- Se utiliza la ecuacidn (10) del nimero de infectados, i(t+At) :

Se despeja la ecuacién (15), eliminando i(t) y At :

i(t+AY) —i(t) _ Bxi(D)xs(t) i
Yol ()

i(t+At) = i(f) + Wmt —y¥i(t)*At [ 15
Se aplica el limite de At > 0':

di(t) _ B*i(t)*s(t) e
et Al (09

3.- Se utiliza la ecuacién (11) del namero de recuperados, r(t+At) :

r(t+At) = r(t) + y*i(t)*At 18
Se despeja la ecuacion (18), eliminando r(t) y At :
r(EHAD) — 1t - (0 )
TSI = i) |19
Se aplica el limite de At > 0 :
dr(t) _ .. 20
il (09 L7 )

Por ultimo, cabe observar que algunas veces este modelo se normaliza, es decir, se normalizaran las
variables del sistema de ecuaciones que queda al aplicar el limite anterior, dividiendo por la poblacion
total “N”.

1.- Normalizacion para S(t) = S(t) = %
0= =g * § =B (2]

2.- Normalizacién para I(t) = I(t) = %
PO =G =g xSy ()
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3.- Normalizacién para R(t) = %

y=IR=-IR 1 _
R@®)=—=—* =7 [23]
Con esto se da por terminado la transformacion del modelo SIR de forma discreta a continua,

quedando un sistema de ecuaciones diferenciales que sirve como modelo epidemiol6gico base para
el estudio de COVID-19.

El modelo SIR continuo epidémico entrega la tasa de cambio del nimero de susceptibles, infectados
y recuperados, estando representado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales y sus
condiciones iniciales.

—

S’(t) = -p*S*I
rP@)=p+*S *I-y* {24J
R(t) = 7*I

S(0) =0, 1(0) >0, R(0)=0
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1.3 Modelo SEIR

En este capitulo se muestra una extension del modelo SIR, sacado del libro The Simple Kermack-
McKendrick Epidemic Model®!, incorporando una nueva clase que, a diferencia de las otras, esta se
enfoca en el periodo de latencia de un susceptible que adquirid el virus, denominando esta clase
como expuestos “E”, formando el modelo SEIR. Es importante mencionar que, desde ahora en
adelante, se utilizara la forma continua para estudiar los modelos, empezando en este capitulo con el
modelo SEIR en su forma continua.

allapie O aldo (ade
N(t) Cantidad total de poblacion Individuos
S(t) Susceptibles Individuos
E(t) Expuestos Individuos
1(t) Infectados Individuos
R(t) Recuperados Individuos
Tabla 5

Esta tabla contiene las variables del modelo SEIR con sus significados y unidades.

Primero que todo, al agregar esta nueva clase de expuestos “E” al modelo, la poblacion total N queda
expresada de la siguiente forma:

N(t) = S(b) + E() + 1(t) + R(Y) [ 25 }

Para simplificar notacion, omitiremos en algunos lugares la variable independiente t.

Se puede interpretar graficamente este modelo SEIR en la siguiente figura:

H E==a O A= —

B*I/N o Y

Figura 3

Esta figura muestra la transicion entre las clases del modelo SEIR. Este modelo se forma a partir del modelo SIR continuo, pero
agregandole una clase de expuestos, formando el modelo SEIR.

Parametros Significado Unidades
B Tasa de transmision 1/Dias
susceptible a expuestos
o Tasa de transicion expuestos a | 1/Dias
infectados
Y Tasa de recuperacion 1/Dias
Tabla 6

Esta tabla contiene los parametros del modelo SEIR con sus significados y unidades.

31 (Brauer & Castillo - Chavez, Mathematical Models in Population Biology and Epidemiology, 2001)
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En este modelo al introducir la clase “E”, aparece un nuevo parametro en la transicion entre las clases
“E” y “I”. Este parametro se denominara “c”, y su reciproco representa el tiempo que alguien
permanece en la clase “E”.

El modelo SEIR entrega la tasa de cambio del nimero de susceptibles, expuestos, infectados y
recuperados, estando representado por el siguiente sistema de ecuaciones.

S() = -prS*
E®)=p+S+—0*E
B (25 ]
() = 0*E —v*I
R*(t) =y~

S(0) >0, E(0) >0, 1(0)>0, R(0) >0

Podria darse el caso de que los individuos expuestos transmitan la enfermedad con alguna tasa de

[P

contagio reducida por algun factor externo. En dicho caso se hara una suposicion de un factor “e” que

intervendrd en el modelo SEIR, provocando en los individuos expuestos una reduccion en su
infectividad, afectando esta variable al sistema de ecuaciones (26) de la siguiente forma:

B Sey — (I+ &<E)
$°(1) = -prsr

(I+ €+E) g
—~ ~© E

i I’(t) =0 *E —y*I { 2t )

R'(t) = 7*1

E't)=B+S=

S(0) =0, E(0)=>0, 1(0) >0, R(0)=0
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2. Modelos compartimentales del tipo SIR incluyendo vacunacion

Situandonos en Chile, hasta la fecha se pueden encontrar distintas vacunas que el gobierno ha
adquirido desde que se crearon las vacunas contra COVID-19 para darle a sus ciudadanos un tipo de
inmunidad contra este virus.

En los laboratorios clinicos al crear las diferentes vacunas contra el COVID-19, se basaron en 3
diferentes version inofensiva del virus con una estructura del tipo “Vector Viral”, “Virus Inactivo” y
“ARNm”. Estas estructuras se pueden encontrar en distintas vacunas como son la CanSino,
AstraZeneca y Janssen, las cuales son vacunas adenovirales que se basan en una estructura del
“Vector Viral”, existen otras como la vacuna Sinovac que presenta una estructura del “Virus Inactivo”
y, por altimo, estan aquellas vacunas como la Pfizer que tienen una estructura “ARNm”.

La implementacion de la vacuna es esencial para preparar el sistema inmune, el reconocimiento a
través de los antigenos e impedir la adhesion y propagacion del virus. Ademas, las vacunas de este
tipo reducen la enfermedad, pero no la infeccion, por lo que aun asi con la vacunacion, al usuario
podria darle una enfermedad leve o moderada. Hasta la fecha se ha puesto a prueba la eficacia de esta
vacuna con segunda dosis en nuestra sociedad teniendo los siguientes resultados®.

e CanSino (Ad5-nCov): 65,7%

e AstraZeneca (AZD1222 o ChAdOx1 COVID-19): 70,42%
e Janssen (Ad26.CoV2.S): 85,4%

e Sinovac (CoronaVac): 50,39%

e Pfizer (BNT 162b2): 95%

Con esta breve introduccion de la vacunacién en general, es hora de incorporar modelos que incluyan
la vacunacion. Para esto se tomara como base el modelo SIR, incorporando la vacunacion en dos
modelos que se veran en este capitulo, agregando nuevos parametros y variables de ser necesario.

%2 (Chile, 2019-2021)
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2.1 Modelo SVIR

Para mostrar como se puede agregar la vacuna al modelo SIR, se tomara como base del modelamiento
el primer modelo SIR, que se vio en el capitulo 1.2, con sus respectivas ecuaciones diferenciales y
ecuaciones en diferencia. La representacion de la clase vacunados al agregarla a este modelo estara

dada por “Sv(t)”.

La elaboracion de este modelo es en base a un modelo para la influenza®, dentro del cual se hace la
suposicion de que los susceptibles sin vacunacion y los susceptibles con vacunacion, se comportaran

de igual forma en la clase de infeccion.

Este modelo SVIR presenta las siguientes variables, “Su(t)”, “Sv(t)”, “I(t)” y “R(t)”. A diferencia del
modelo base SIR, este modelo presenta una clases mas estando representada como “Sv(t)” que son

los susceptibles que se han vacunado.

alrlaple 0 ado dade
N(t) Cantidad total de poblacion Individuos
Su(t) Susceptibles no vacunados Individuos
Sv(t) Susceptibles vacunados Individuos
1(t) Infectados Individuos
R(t) Recuperados Individuos
Tabla 7

Esta tabla contiene las variables del modelo SVIR con sus significados y unidades.

Este modelo SVIR presenta las siguientes variables “Su(t)”, “Sv(t)”, “I(t)”, “R(t)”, donde la poblacion

total es:

N(t) = Su(t) + Sv(t) + I(t) + R(Y)

(=)

Se puede interpretar graficamente este modelo SVIR en la siguiente figura:

33 (Eichner, Schwehm, Eichner, & Gerlier, 2017)

Figura 4
Esta figura muestra la transicion entre las clases del modelo, pero a diferencia de la figura 2, esta separar la clase S en dos partes. Una
clase S, como susceptibles no vacunados y otra clase S, como susceptibles vacunados, incorporando ahora lastasas py ¢ .




Parametros Significado Unidades

B Tasa de infeccion 1/Dias

v Tasa de recuperacion 1/Dias

€ Eficacia de la vacuna Sin unidades
p Tasa de vacunacion 1/Dias

Tabla 8

Esta tabla contiene los parametros del modelo SVIR con sus significados y unidades.

En este modelo se pueden encontrar nuevamente los parametros “B” y “y”, pero esta vez se

[Pt

implementaron dos parametros nuevos, “c” 'y “p”. El significado “c” es la eficacia que tiene la vacuna
contra la infeccion, mientras que “p” significa la tasa de vacunacién por dia a los individuos

susceptibles.

El modelo SVIR esté representado por el siguiente sistema de ecuaciones.

N

S$,’(0) = p*S, -

Sy () = o — p

Bx(1— g)*Sy,I

_ BrSyxl + Bx(1— g)*Sy,I _

— ’ —
@ N m

R'(t) = v*I

S»(0)=>0, S,(0)=0, 1(0) =0, R(0)>0

(=)
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2.2 Modelo SVIR con dos diferentes infectados

Con respecto al modelo SVIR del capitulo anterior, existe la posibilidad de que aparezca una nueva
clase infecciosa en el modelo, entonces ¢ Qué pasaria si los infectados se comportan de forma distinta
dependiendo de si provienen de los grupos susceptibles o vacunados? En este caso se dividiria la clase
infecciosa inicial “I”” en dos grupos de infectados diferentes, una para aquellos individuos que ya
poseen la vacuna y son infectados, y otra para aquellos individuos que son susceptibles y se infectan.

Esta division entre las clases infecciosas ayuda a diferenciar los posibles sintomas que un individuo
infectado puede presentar dependiendo de la clase infecciosa, por ejemplo, un individuo vacunado al
infectarse puede presentar sintomas leves 0 moderados, en cambio, a aquellos individuos susceptibles
gue no fueron vacunados y se infectaron, pueden presentar los mismos sintomas anteriores, pero ahora
pueden presentar sintomas graves, donde existen altas probabilidades de ser internado en un hospital.
Por esta razén es que se hablara de un nuevo modelo, que incluira dos clases de infectados para
estudiar el comportamiento de las distintas transmisiones de la enfermedad en los individuos.

Se implementara este nuevo modelo basandose en un modelo ya existente®, el cual se usa para
prevenir la transmision de las enfermedades en una poblacion teniendo como supuesto principal que,
los individuos pertenecen a las clases de susceptibles y a las clases de vacunados, donde al ser
infectados pasan a una de estas dos clases de infectados.

Este modelo SVIR con doble infeccion presenta las siguientes variables, “Su(t)”, “Sv(t)”, “lu(t)”,
“Iv(t)” y “R(t)”. A diferencia del modelo SVIR del capitulo 2.1 y gracias al paper del modelo
computacional®, se pueden observar dos clases que se desprenden de la clase “I(t)”. Una de las clases
es “lu(t)” que son los infectados que no se vacunaron y la otra clase es “lv(t)”” que son los infectados
que se han vacunado.

Variables Significado Unidades
N(t) Cantidad total de poblacién Individuos
Su(t) Susceptibles no vacunados Individuos
Sv(t) Susceptibles vacunados Individuos
lu(t) Infectados no vacunados Individuos
Iv(t) Infectados vacunados Individuos
R(1) Recuperados Individuos
Tabla 9

Esta tabla contiene las variables del modelo SVIIR con sus significados y unidades.

Este modelo SVIR con dos clases de infectados, presenta las siguientes variables “Su(t)”, “Sv(t)”,
“lu(t)”, “Iv(t)”, “R(t)”, donde la poblacion total es:

N(t) = Su(t) + Sv(t) + Tu(t) + Iv(t) + R() { 30 }

Se puede interpretar graficamente este modelo SVIR con doble infeccidon en la siguiente figura:

34 (Burgess, Peace, Everett, Allegri, & Garman, 2014)
35 (Burgess, Peace, Everett, Allegri, & Garman, 2014)
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—
B*(Tu + 8Iv)/N
|

"l

B=1- €)*(Iu + oIv)/N,
—

Esta figura muestra la transicion entre las clases del modelo, pero a diferencia de la figura 4, esta se complejiza al separar la clase | en
dos partes, quedando una clase de | como infectados no vacunados y otra clase de | como infectados vacunados. En este modelo se
incorporan las mismas tasas de la figura 4, pero ahora con dos diferentes gammas dependiendo si pertenece a individuos no vacunados
o si pertenece a los individuos vacunados.

Figura 5

Parametro 0 ado dade

B Tasa de infeccion 1/Dias

Yu Tasa de recuperacion no | 1/Dias
vacunados

Yo Tasa de recuperacion | 1/Dias
vacunados

& Reducciodn de infecciosidad de | Sin unidades
vacunados infectados

€ Eficacia de la vacuna Sin unidades

p Tasa de vacunacion 1/Dias

Tabla 10

Esta tabla contiene los parametros del modelo SVIIR con sus significados y unidades.

En este modelo se pueden encontrar nuevamente los parametros “B”, “Yg=y,”, “€”y “p”. El
significado “c” es la eficacia que tiene la vacuna contra la infeccion, mientras que “p” significa la
tasa de vacunacion por dia a los individuos susceptibles.

El modelo SVIIR esta representado por el siguiente sistema de ecuaciones.

—

*Sy + (I +8+1,,
S,(t) = - ERCET) _ prs,,
*(1—€)xSy*(I, +8+1,,
Sv,(t) — p*su _Bx(1-9) N( )
L) = By { 31 ]
*(1—€)*Sy,* (I, +8+1,,
Iv,(t) — Bx(1-¢) N( )_Yv*lv

R(®) =y, I, +v,*L,
$,(0)>0, S,(0) >0, 1,(0) >0, 1,(0)>0, R(0) =0
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3. Umbrales epidemiolégicos

Considerando los modelos descritos previamente y comprendiendo su composicion, en esta seccién
se hablara de los umbrales epidemiol6gicos y como estos estan relacionados con los modelos
matematicos epidemioldgicos®, viendo el Numero Reproductivo Basico “R,” y el Numero
Reproductivo Efectivo “Rsf”.

El R,* es utilizado para medir el potencial de transmision que tiene un enfermedad al invadir una
poblacién con individuos completamente susceptibles a la enfermedad, y se interpreta como el
numero promedio de infecciones secundarias producidas por un caso tipico de infeccion durante su
periodo infecciosos dentro de una poblacidn, en la que todo individuo dentro de esta poblacién es
susceptible. De esta forma, si Ry>1, la enfermedad es capaz de invadir la poblacién y se produce una
epidemia, de lo contrario, si Ry<1 la enfermedad generalmente no produce epidemia. Para ilustrar el
R, mediante un ejemplo, se supondra que un nuevo virus entra a una poblacion con Ry=2. Entonces,
inicialmente cuando la poblacion estd compuesta por practicamente solo susceptibles, cada caso
nuevo de la enfermedad produce 2 caso nuevos secundarios en promedio. Esto se representa
graficamente como:

O
O
O

00000000

s
000000@0
R

O0000000

Figura 6
Esta figura muestra la transmision de una enfermedad con un R,=2 en una poblacién con N individuos (circulos), infectando cada
individuo infectado (color rojo) a otros dos individuos que antes eran susceptibles(color blanco).

El R, puede ser afectado por varios factores, siendo los mé&s comunes, la tasa de contacto en la
poblacion, probabilidades de que la infeccién se transmita dado un contacto, duracién del periodo
infeccioso.

El numero reproductivo efectivo o “The effective reproductive number” denominado como R, €S
el nimero promedio de casos secundarios causado por un caso infecciosos durante su periodo
infectante en una determinada poblacion, compuesta por individuos susceptibles e individuos no
susceptibles, donde a diferencia del R, este solo se ve en poblacion en la que existen principalmente
individuos susceptibles. De esta forma el nimero reproductivo efectivo es igual al nmero bésico de
reproduccion al principio de una epidemia.

36 (Van Den Driessche & Watmough, 2001)
37 (Shantikumar, Kirwan, & Barratt, 2018)
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A modo de ejemplo, se vera el calculo de este umbral epidemiolégico en el modelo bésico SIR.

Para el célculo de este umbral epidemiolégico, se debera primero identificar en que clase reside la
infecciosidad, ya que puede ser que exista mas de una clase en la que se encuentren los individuos
infectados. En este caso del modelo SIR, existe solamente una clase de infectados “I”.

El primer paso es tomar esta clase de infeccion y separar la ecuacién, para poder analizar de una
forma adecuada en qué condiciones la funcion I(t) crece (I’>0) y en qué condiciones decrece (I'<0).

, B*I*S . r N
P=—=-7* \ 32 J
d_I _ ﬁ_ - s N
w- Gy -7 | 33
Se puede observar que la derivada de “I” es > 0, si y solo si:
B+S B+S (o, )
~ Y >0 o T>y \ 34 )

Por lo tanto, la infeccidn estara en aumento si la tasa de transmision de la infeccion por la proporcion
de susceptibles es mayor que la tasa de recuperacion, en otras palabras, esto ocurrira solamente
mientras la fuerza de infeccion sea méas grande que la tasa de recuperacién. Entonces esto ocurre, si
y solo si:

g 3N

35

. 7

ﬁ>1
Nxy

Con esta ecuacién (35) se puede definir el numero reproductivo efectivo como:

_ B*S s N

Refs=y— 36

~ 7

Alfinal, el R, indica cuantos infectados se producen en una poblacion al tener 1 individuo infectado

en la poblacion. Adicionalmente si S = N, podemos observar el umbral teérico que se produce al
inicio de una epidemia, siendo este el numero reproductivo basico R, quedando de la siguiente

manera;
_B
Ry = S [ 37 J
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4. Modelo del tipo SIR extendido para COVID-19 incorporando transmisién mediante
dos variantes

En esta seccion se verd como funcionan las variantes de un virus, como se transmiten, si son mas
contagiosas que otras, los tipos de variables, representacion de estas variables en un modelo
matematico SVI11;R, entre varias otras cosas.

Todo virus incluyendo el SARS-COV-2, evolucionan con el tiempo, encontrandose con variaciones
tanto letales como no letales de estos virus. Esta evolucidn del virus puede afectar facilmente a una
poblacién por su facilidad de propagacion, gravedad de los sintomas que produce el virus, la
efectividad de las vacunas, disminucion de la efectividad de medicamentos, error en los diagndsticos
médicos®, etc.

Enfocandose solamente en las variantes de COVID-19, se pueden encontrar dos tipos de variantes,
las del tipo VOI (Variants of Interest) y las del tipo VOC (Variants of Concern), diferenciandose
estas por sus caracteristicas especiales. Las del tipo VOI son aquellas que se comportan
fenotipicamente diferente al virus “comun” presentando en su genoma mutaciones que llevan a
cambios aminoécidos a cambios fenotipicos establecidos®®, provocando una nueva variante del virus,
encontrandose hasta el momento las variante Eta, Lota, Kappa y Lambda representadas en la siguiente
figura“.

Multiple
Eta B.1.525 G/484K V3 21D countries, 17-Mar-2021
Dec-2020
United States of
lota B.1.526 GH/253G V1 21F America, 24-Mar-2021
Nov-2020
India,
Kappa B.1.6171 G/452R V3 21B 0ct.2020 4-Apr-2021
Lambda C.37 GR/M452Q V1 21G Peru, Dec-2020 14-Jun-2021
Figura 7

Esta figura muestra las variantes VOI que se encuentran hasta la fecha del 14-jun-21%,

Ademas, las variantes del tipo VOI son la base de todas las variantes nuevas que se van creando,
donde estas pueden pasar a ser VOC si es que cumplen el requisito de tener mayor replicacion y
capacidad de transmision, siendo estas extremadamente peligrosas para la sociedad.

Las variantes del tipo VOC son aquellas que ponen en riesgo a la sociedad con su peligrosa
infecciosidad, diferenciandose de las VOI por las siguientes caracteristicas:

- Son mas transmisibles

38 (WHO4, 2021)
39 (FERNANDEZ, y otros, 2021)
40 (WHO4, 2021)

41 (FERNANDEZ, et al., 2021)
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- Aumento de la virulencia

- Cambio en la presentacion clinica de la enfermedad

- Disminucidn de la eficacia de las medidas sociales, de los diagnosticos y de las vacunas.

Estas caracteristicas*? hacen que se diferencien de las variantes VOI y a su vez, como una variante
VOI puede pasar a ser una variante VOC, que es cumpliendo alguna o todas estas caracteristicas. En
julio del 2021 se encontraron 4 variantes VOC rondando alrededor del mundo, siendo alguna de estas
la Alpha, Beta, Gamma y Delta, las cuales pueden ser visualizadas en la siguiente figura 8 y figura 9.

Hoy en dia se encuentra rondando la variante 6micron.

+5:484K

Alpha 11 201 (V1) +S459R

P1
P11 GR/501Y.V3 20J (V3) +5:681H
P12

United
Kingdom, 18-Dec-2020
Sep-2020

Brazil,

Nov-2020 11-Jan-2021

Figura 8

Esta figura muestra las variantes VOC que se encuentran hasta la fecha del 11-mayo-21*,

Linaje Nombre Alternativo ~ Fechaidentificacion  Lugar identificacion Transmisibilidad Gravedad Respuestas vacunas
B.LL7 201/501Y.V1 Diciembre del 2020 UK Mayor Conservada
B.1.351 20H/501Y.v2 Agosto del 2020 Sudafrica Mayor Aparentemente disminuida
B.1.1.28 20J/501Y.V3 Diciembre del 2020 Japdn (origen Brasil)  Aparentemente Aumentada Se desconoce Aparentemente conservada
B.1617 G/452R.V3 Octubre del 2020 India Se desconoce Se desconoce Aparentemente conservada
B.1.427yB.1429 20C/5:452R Junio del 2020 California Se desconoce Aparentemente disminuida
Figura 9

Esta figura muestra las variantes VOC que se encuentran hasta la fecha de junio - 2021%.

42 (FERNANDEZ, y otros, 2021)
43 (FERNANDEZ, et al., 2021)
4 (Silva-Ayarza & Bachelet, 2021)
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Junto a estas variantes y lo mencionado anteriormente, lo peligroso de estas en general son sus tasas
de incidencia del 0,36% y que estas son mas trasmisibles* que el SRAS-COV-2 estando entre un
rango de 50% a 70% aproximadamente.

En particular, la variante Alpha proveniente del Reino Unido, es un 50% més contagiosa y un 30%
mas letal que el SRAS-COV-24.

La variante Beta proveniente de Sudéfrica, se analiz6 que esta no presenta una mayor letalidad que
las otras variantes, pero si es un 50% mas contagiosa“.

La variante Gamma proveniente de Brasil es un 25% a un 60% mas contagiosa que el SRAS-COV-
24,

La variante Delta proveniente de India, se sabe que es un 43% a un 90% mas contagios que el SRAS-
COV-2 y se sabe que es un 40% a un 60% mas contagiosa que la variante Alpha®.

Las variantes afectan netamente al rendimiento de las vacunas existentes, siendo algunas ineficientes
contra las variantes y otras super eficientes, por lo que hay que es importante saber la eficacia y sus
respuestas ante las variantes. Se sabe que la vacuna Pfizer es la “mejor” vacuna existente hasta el
momento, teniendo una eficacia contra la variante Delta de un 87% y contra la Alpha de un 89%
aproximadamente, ya que depende directamente de donde se haya creado esta variante®l. Se sabe
también que la eficacia contra la hospitalizacion es de un 94% con la primera dosis y con la segunda
dosis es de un 96%°2. Todo esto se puede observar en la siguiente figura®.

Efficacy against symptomatic infection Efficacy against hospital admission

England Scotland Israel Canada England Israel Canada

Alpha Delta Alpha Delta Alpha Delta Alpha Delta Vaccine Alpha Delta Alpha Delta Alpha
Q ’ s o Q@ © e ©

! z¢ I Tect
° 8 ° — AstraZeneca / & »=

> o Moderna
LR S
- Number of doses: e -
0\. ® &~z Oha

o Two

Alpha Delta Alpha Delta Alpha Deilta Alpha Delta Alpha Delta Alpha Delta Alpha

Figura 10
Esta figura muestra las variantes VOC Alpha y Delta hasta la fecha de julio 20215,

Por otro lado, con menos analisis que la vacuna Pfizer, la vacuna Sinovac tiene una eficacia del 49,6%
con la primera dosis y con la segunda dosis tiene una eficacia del 50,7%, pero esta investigacion fue
solo con la variante Gamma®®.

4 (L, y otros, 2021)

46 (Crouch, 2021)

47 (Clinica Indisa, 2021)

8 (Clinica Indisa, 2021)

4 (Clinica Indisa, 2021)

%0 (Clinica Indisa, 2021)

51 (Paolo & Burn-Murdoch, 2021)
52 (Clinica Indisa, 2021)

53 (Paolo & Burn-Murdoch, 2021)
54 (Paolo & Burn-Murdoch, 2021)
55 (Clinica Indisa, 2021)
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4.1 Modelo SV1112R

En esta seccion se presentara un modelo para analizar qué ocurre cuando una poblacion se vacuna,
ayudando este modelo a observar la dinamica de la enfermedad y como afecta a las eficacias de una
vacuna determinada contra las infecciones de variante 1 o variante 2, si la infeccion se mantiene en
el tiempo y como esto se ve reflejado en la poblacion. En este modelo se encontraran 5 clases,
distribuyendo las personas en cada una de estas clases como S(t), V(t), 11(t), 12(t) y R(t). El
significado de estas clases son las siguientes:

allapie 0 aldo (ade
N(t) Cantidad total de poblacion Individuos
S(t) Susceptibles NO vacunados Individuos
V(t) Susceptibles vacunados Individuos
11(t) Infectados con variante tipo 1 | Individuos
12(t) Infectados con variante tipo 2 | Individuos
R(t) Recuperados Individuos
Tabla 11

Esta tabla contiene las variables del modelo SVI;I;:R con sus significados y unidades.

El total de habitantes es la suma de estas cantidades porque cada persona esta en exactamente uno de
los cuatro grupos.

N(D) = S(t)+ V(1) + 11(0)+ 12(t)+ R(1) [ 38 }

A continuacion, se les mostrara una representacion grafica las transmisiones y transiciones entre
clases epidemioldgicas del modelo.

A
n+Ss

B2+(1—€2)+V=I2
N

= (n+82)*I2

Figura 11
Esta figura muestra la transicion entre las 5 clases del modelo con su respectivas tasas.
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Parametros Significado Unidades

p1 Tasa de infeccion con variante | 1/Dias
tipo 1

v1 Tasa de recuperacion de los | 1/Dias
infectados con variante tipo 1

B2 Tasa de infeccion con la | 1/Dias
variante tipo 2

v2 Tasa de recuperacion de los | 1/Dias
infectados con variante tipo 2

(5] Tasa de perdida de inmunidad | 1/Dias

el Eficacia de la vacuna contra | Sin unidades
infeccidn con variante tipo 1

€2 Eficacia de la vacuna contra | Sin unidades
infeccion con variante tipo 2

p Tasa de vacunacion 1/Dias

Q Tasa de nacimiento de la | Personas/Dias
poblacién en general

1] Tasa de muertes de la | Personas/Dias
poblacién en general

ol Tasa de muertes de la| 1/Dias
poblacion por la variante tipo 1

02 Tasa de muertes de la | 1/Dias
poblacién por la variante tipo 2

Tabla 12

Esta tabla contiene los parametros del modelo SVI,1,R con sus significados y unidades.

A diferencia de los modelos antes vistos, a este modelos se le incorporar la tasa de nacimiento “Q”,

e, 9

la tasa de muertes de la poblacion en general “” y la tasa de muerte que es provocada tanto por la
infeccion de tipo 1y 2 “Op x=12". S€ le agrega la tasas de nacimiento, tasa de muerte y devolucion

de la clase recuperado a la clase susceptible por perdida de inmunidad, para asi poder modelar a largo
plazo.

Ahora teniendo claro los parametros nuevos, se procede a explicar las ecuaciones de este modelo.

S'(t)= Q- pxS—prs - B PRS2

N N +0*R

V’(t) = p*S - 81*(1—;1)*v*11 _ 32*(1—;2)*v*12 Y
10t = B+ BRSO (14 e+ 51)41 { 39 )
12°(t) = [32*13*12 + ﬁZ*(l—;Z)*V*IZ _ (y2+ p + 52)*12

R’(t) = y1*I1 + y2%12 - p*R - 0*R
S(0)=0, V(0) =0, 11(0) =0, 12(0) =0, R(0) =0

Con el modelo SVI11;R, se mostrara una simulacion programado en R y con valores iniciales ficticios.
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N(0) Cantidad total de poblacion 10.180
S(0) Susceptibles 10.000
V(0) Susceptibles vacunados 60
11(0) Infectados con variante tipo 1 100
12(0) Infectados con variante tipo 2 20
R(0) Recuperados 0
p1 Tasa de infeccion con variante tipo 1 0,6
v1 Tasa de recuperacion de los infectados con variante 1/14
tipo 1
B2 Tasa de infeccidn con la variante tipo 2 0,9
Y2 Tasa de recuperacion de los infectados con la variante 1/14
tipo 2
(5] Tasa de perdida de inmunidad 1/365
p Tasa de vacunacion 0,1
el Eficacia de la vacuna contra infeccion variante tipo 1 0,9
€2 Eficacia de la vacuna contra infeccion variante tipo 2 0,6
Q Tasa de nacimiento de la poblacion en general 0,06
v Tasa de muertes de la poblacion en general 0,0005
o1 Tasa de muertes de la poblacion por la variante tipo 1 0,0002
02 Tasa de muertes de la poblacion por la variante tipo 2 0,0003
Tabla 13

Esta tabla contiene las variables y parametros del modelo SVI,1,R con sus significados y valores iniciales a usar en la simulacion.

Frente a estos valores, se puede ver que la cantidad inicial de individuos totales que hay en la
poblacion es de 10.180, distribuyéndose en los individuos susceptibles 10.000, en los vacunados con
60 individuos, en los infectados de tipo 1 con 100 individuos, en los infectados de tipo 2 con 20
individuos y, por ultimo, no se encuentran recuperados por el momento en la poblacién. De la mano
con estas cifras, se encuentran las tasas de infeccion, donde los infectados de tipo 1 infectan con un
0,6 de probabilidad y los infectados de tipo 2 infectan con una probabilidad del 0,9, dsea, que en la
poblacién hay mas riesgo de que se infecten con la variante de infeccion tipo 2 por su alta
probabilidad. Por otro lado, se encuentra la eficacia contra la infeccion de tipo 1 con un 0,9 eficazy
contra la infeccién de tipo 2 con un 0,6 de eficaz, también esta la tasa de vacunacion al 0,1, 6sea que
cada dia se vacuna el 0,1 de la poblacidon y existe otra tasa que es la tasa de recuperacion, que para
ambos individuos infectados se demoran 14 dias aproximadamente en recuperarse, la tasa de perdida
de inmunidad que se demora 365 dias en perderla y pasar a estar susceptible nuevamente, también
esta la tasa de nacimiento y que cada dia nace un 0,06 del total de individuos que se encuentran hasta
el momento. Por ultimo, encontramos la tasa de muerte general que puede ser vista en cualquiera de
estas 4 clases, tomando un valor de 0,05 y, ademas, encontramos otra tasa de muerte que es exclusiva
para la clase de individuos infectados de tipo 1 con valor de 0,02 y para aquellos infectados de tipo 2
con un valor de 0,03.

A continuacion, se mostrara cOmo se comportan las curvas en este modelo con los datos mencionados
y las suposiciones dadas anteriormente, con un intervalo de tiempo de 60 dias.
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Figura 12
Esta figura muestra las curvas epidemioldgicas con sus respectivas tasas y suposiciones, en un intervalo de 60 dias..

En la figura 12 se puede observar como evoluciona la infeccion del tipo 1y 2 en un intervalo de
tiempo de 60 dias, en el cual se ve claramente como disminuyen en un principio los susceptibles
gracias al aumento producido por los individuos vacunados y los infectados de tipo 1 y 2, donde
posteriormente de un breve periodo de tiempo, estos infectados llegan a un peak y disminuyen por
el aumento de aquellas personas que se recuperaron de la infeccién del tipo 1 y 2. En el siguiente
figura 13 se mostrara con mejor detalle que es lo que pasa con los infectados del tipo 1y 2 al existir
ciertos individuos vacunados en la poblacion, ya que esto afecta los peaks que pueden tener.

30



Modelo SVIMI2R
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Figura 13

Esta figura muestra la clase infecciosa 11y 12 con su respectivas tasas y suposiciones, en un intervalo de 60 dias.

Se puede ver en esta figura 13 como una infeccién con mayor tasa de probabilidad de contagio puede
hacer la diferencia en una sociedad, ya que como se puede observar, los infectados de tipo 1 partieron
con una cantidad mucho mayor (100 individuos) que los de tipo 2 (20 individuos), superando después
de un breve periodo de tiempo los infectados de tipo 2 a los infectados de tipo 1 debido a su alta
probabilidad de contagio entre individuos en la sociedad.

Por otro lado, sabemos que en este modelo se us6 vacunacion, por lo al tener una eficacia mayor de
vacunacion en la infeccién de tipo 1 que en la de tipo 2, se pueden ver claramente los resultados y
como ayuda en cierta parte tener a los individuos vacunados. La implementacion de la vacunacién
ayudo, por ejemplo, a que los infectados de tipo 1 con una eficacia de vacunacion del 90%, tuvieran
su peak en los 1000 infectados. A su vez, a los infectados del tipo 2 no les afecto mucho esta
vacunacion con un 60% de eficacia, ya que su peak fue de 4500 infectados aproximadamente.
Ademas, se puede notar que después del peak, estos infectados del tipo 2 nuevamente comenzaron a
subir de a poco, en cambio los del tipo 1 decrece al equilibrio libre de enfermedad y se mantendran
alli. Esto es debido a que la infeccion por tipo 2 es mas probable de contagiar a otros individuos,
manteniéndose como infeccion dominante en el tiempo hasta que se genere alguna otra vacuna contra
esta variante de infeccion.
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Se puede dar el caso en que no se implemente medidas de control como la vacunacion, como lo que
ocurrio al principio de la pandemia, transformando este modelo SVI:1;R a uno Slil.R como el que
presenta Pharaon y Bauch®, pero sin tasa de nacimiento, tasa de muerte y sin pérdida de inmunidad.
A continuacién, se vera el caso en que no se usa la vacuna con los datos entregados en la tabla 13.

Modelo SI112R
(=]
o
g 4
S
. Susceptibles
o
(=2
[=)
© Infectados 1
. Infectados 2

6000
1

Recuperados

S 11,12,R

4000
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T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
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Figura 14
Esta figura muestra las curvas de S, 11, 12, R, en un intervalo de 60 dias..

En el figura 14 se puede observar cdmo evoluciona la infeccion del tipo 1 y 2 en un intervalo de
tiempo de 60 dias, en el cual se ve claramente como disminuyen en un principio los susceptibles
gracias al aumento producido por los infectados de tipo 1 y 2, donde posteriormente luego de un breve
periodo de tiempo, estos infectados Ilegan a un peak y disminuyen por el aumento de aquellas
personas que se recuperaron de la infeccion del tipo 1 y 2. A continuacion se mostrara con mejor
detalle que es lo que pasa con los infectados.

56 (Pharaon & Bauch, 2017)
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Figura 15
Esta figura muestra las curvas I1(t) y 12(t) con sus respectivas tasas y suposiciones, en un intervalo de 60 dias.

Observando esta figura 15 de comparacion de individuos infectados de tipo 1 y de tipo 2, se puede
ver como una infeccién con mayor tasa de probabilidades de contagio puede hacer la diferencia en
una sociedad, ya que como se puede ver en los datos iniciales anteriores, los infectados de tipo 1
partieron con una cantidad mucho mayor (100 individuos) que los de tipo 2 (20 individuos),
superando después de un breve periodo de tiempo los infectados de tipo 2 a los infectados de tipo 1
debido a su alta probabilidad de contagio entre individuos en la sociedad. Ademas, se puede notar
que después del peak, estos infectados del tipo 2 nuevamente comenzaron a subir de a poco donde se
mantendran en el tiempo, en cambio los del tiempo 1 se desplomaron hacia el suelo y se mantendran
alli. Esto es debido a que como la infeccion de tipo 2 es mas probable de contagiar a otros individuos,
se mantendra como infeccién dominante en el tiempo hasta que se genera alguna medida de control
en la poblacion.

Evidentemente estos gréficos y resultados muestran como afecta una infeccion con sus dos variantes
a una poblacion sin el uso de vacunas, donde también puede darse el caso en que no utilicen medidas
de control, como las mascarillas, distanciamiento social, cuarentena u otro medio que pueda apaciguar
esta propagacion de la enfermedad. Por lo que queda claro que es importante el uso de estos
implementos y métodos que se pueden aplicar en una sociedad para reducir las muertes y las
infecciones.
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4.2 Discusién Modelo SVI112R

En el ejemplo del capitulo anterior, se observo cémo es el impacto de vacunar a una poblacién frente
a una variante del virus, dandose el caso de que, al vacunar a la poblacion, esta vacuna es mas eficaz
frente a una variante del virus que frente a otra, pero ¢ Qué pasaria cambian estas eficacias de la vacuna
? ¢ Sera mejor tener més eficacia frente a una de las dos variantes? ;Sera mejor tener una alta eficacia
de la vacuna para ambas variantes?. Estas preguntas se veran reflejadas a continuacion, tomando los
datos del ejemplo anterior y modificando Gnicamente las eficacias de la vacuna para ver como se
comportan estas infecciones en el tiempo.

Lo que se pretende hacer, estando frente al caso de la figura 12, es disminuir la cantidad de infectados
de la variante tipo 2 en la poblacidn, para que evidentemente no exista una alza de infectados y se
pueda controlar. Por esta razén, el enfoque Gnicamente ser& en mejorar la eficacia de la vacuna frente
a la variante tipo 2.

A continuacion, se mostraran los datos con los que se va a evaluar si es mejor tener 0 no, que aumentar
la eficacia de la vacunacion frente a la variante.

Datos Valores

N(0) 10.180
S(0) 10.000
V(0) 60
11(0) 100
12(0) 20
R(0) 0
Tasa de nacimientos por dia 0,06
Tasa de muertes por dia 0,0005
Tasa de muertes por infeccion 1 al dia 0,0002
Tasa de muertes por infeccion 2 al dia 0,0003
Tasa de Transmision Infeccion 1 0,6
Tasa de Transmision Infeccion 2 0,9
Tasa Cobertura de la VVacunacion al dia 0,01
Periodo de Infeccidn 1 (en dias) 14
Periodo de Infeccién 2 (en dias) 14
Periodo de perdida inmunidad (en dias) 365
Eficacia de la vacuna 1 90%
Eficacia de la vacuna 2 60% - 70% - 80%

Tabla 14
Esta tabla contiene los datos del modelo SVII;:R con los valores a usar en la simulacion.
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Figura 16

Esta figura muestra las clases I11(t) y 12(t) con eficacias al 60%, 70% y 80% de la vacunacion frente a la variante de tipo 2, manteniendo
la eficacia de la vacuna contra la variante tipo 1 al 90%, en un intervalo de 60 dias..

Como se puede ver en la figura 16, a medida que se le va aumentando la eficacia a la vacuna contra
la variante de este virus, se ve que el peak cada vez es menor teniendo una reduccion de alrededor de
500 individuos aproximadamente por cada 10% de aumento en la eficacia, pero esto tiene un pequefio
costo en los infectados del tipo 1, ya que estos aumentan un poco mas dado el aumento de la eficacia
de la vacuna contra la variante tipo 2.

En un periodo de 60 dias, se podria decir que los resultados eran evidentes, donde dado el aumento
de la eficacia de la vacunacion, deberia disminuir la cantidad de infectados. Pero ;Qué es lo que pasa
con estos infectados en un periodo de tiempo mas prolongado? ;A mayor eficacia de la vacuna, mas
répido caeran los casos de infeccion a futuro? ;Sera realmente una buena idea aumentar la eficacia
de la vacunacion?

A continuacién, se mostraré este mismo gréafico, pero para un periodo de 1 afio (365 dias).

35



Modelo SVIMI2R

4000

3000
1

Infectados 2 al 60%

— Infectados 2 al 70%

Infectados

2000
I

— Infectados 2 al 80%

Infectados 1 al 60%

R - - Infectados 1 al 70%
g \
S AN
Y — = = Infectados 1 al 80%
\\
N\
NS

J e
a4 £ TS ——

T T T T

0 100 200 300

Tiempo
Figura 17

Esta figura muestra las clases 11(t) y 12(t) con eficacias al 60%, 70% y 80% de la vacunacion frente a la infeccion de tipo 2,
manteniendo la eficacia de la vacuna al 90%, en un intervalo de 365 dias..

Como se puede apreciar en la figura 17, al expandir de 60 dias a 365 dias se ve que es engafioso este
problema para un breve periodo de tiempo.

En este caso se tiene que ver lo que realmente uno busca en una poblacién como, por ejemplo, si se
quiere ver a mas infectados del tipo 2 a corto plazo, se debe de tener una eficacia de la vacuna al 60%,
del cual se obtiene un peak inicial de 4.500 individuos infectados y a largo plazo se mantiene en un
poco mas de 3.000 infectados. Por otro lado, si se desea obtener a corto plazo una poblacién con
menos infectados del tipo 2, se debe de tener una eficacia de la vacunacion al 80%, teniendo un peak
inicial de solamente unos 3.500 individuos infectados, pero a futuro tener un incremento constante
de infectados llegando al primer afio a tener alrededor de 4.000 individuos infectados del tipo 2 y que
posiblemente siga aumentando.

Por esta razén, se puede llegar a discutir que es lo mejor para una poblacidn, que es lo que quiere y
en cuanto tiempo lo quieren, ya que cada eleccion tiene su costo tanto a corto plazo como a largo
plazo.
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4.3 Umbral Epidemiol6gico del modelo SVI112R

Con lo descrito en el capitulo 3 de umbrales epidemioldgicos, se procedera a ver y analizar lo que
ocurre con el R, en este modelo SVI112R. Para esto se debera de utilizar la metodologia de resolucién
mediante “The next generation matrix™®” con la igualdad R, = p(FV~1). A continuacion, se hara
paso a paso este método para encontrar RO y al final se dar& un interpretacion a este R,,.

Ecuaciones del Modelo

—

S'(t)=Q - p+§—prs - BUSIL_p2sI2

N N +0*R

V’(t) _ p*S _ B1l+(1—-€1)*V=I1 _ B2+ (1—€2)*VxI2 _ H*S

N N
() = Bl*]\j*ll + Bl*(l—;l)*V*ll _ ("{1+ B+ 61)*|1 [ 40 }
" 12°(t) = B2xS*12 n B2+(1-£2)*V+I2 (’Yl"‘ e+ 62)*'2

N
R’(t) = y1*I1 + y2*12 - p*R - 0*R
N =S+V+I1+I12+R
S(0) =0, V(0) =0, 11(0) =0, 12(0) =0, R(0) =0

—

Ecuacidn de clases infecciosas del modelo

Il’(t) — [31*;*[1 + ﬁl*(l—;l)*V*ll _ (’Yl+ o+ 61)*”.
)
IZ’(t) — B2+S*12 + B2+(1—€2)*V+I2 _ (’Yl+ e+ 62)*'2

N N

Ecuacion de Equilibrio del Modelo

Para encontrar el equilibrio libre de infeccién, necesariamente no debe existir la infeccion, por lo que
en este caso el equilibrio de 11 y 12 es igual a 0. Ahora bien, como no existe infeccion, tampoco
deberia existir esta clase de recuperados, por lo que para que el modelo SVIil2R este en equilibrio,
también R debera de ser 0. Igualando el lado derecho de las ecuaciones diferenciales a cero, se obtiene
el equilibrio:

)
(u+p)

__(e
px(u+ p)

110:0 {42)
120:0

0

0

RO:O

@ o

07 (wtp)  wrutp

57 (Van Den Driessche & Watmough, 2001)
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Condicidén de No negatividad en la matriz F - V

En esta parte, se empezara a trabajar con las matrices y para esto se necesitaran solamente las clases
infecciosas del modelo, las cuales estan descritas anteriormente. Ademas, se debe cumplir la no
negatividad en la matriz V, por lo que a esta matriz se les agregara negatividad a sus ecuaciones
respectivas quedando como positivas (antes ya estaban negativas).

B1+S+I1

B1x(1—€1)+V=I1

— N N
F= B2+S*I2 B2x(1-€2)xV=I2 { 43 J
N N

[(yl+ p+ 81)+11

()

V= (Y1+ p + 82) 12
Construccién de la matriz F
Digamos que:
_ B1xS+I1 B1+(1—€1)*V=I1
f(11,12) = v T v { 45 }
_ B2xSxI2 B2+(1—€2)*V=I2
g(11,12) = v T v { 46 }

Donde a esta matriz se le aplica la derivada de cada 11 y 12 de f y g, obteniendo el jacobiano:

of  of
—|o11 912
aI1  aI2
B1+S B1x(1—-€1)*V
I 0
F= 0 B2+S B2+(1—£2)*V { 48 )
N N
Construccién de la matriz V
Digamos que:
f(11,12) = (y1+ p + 81)*11 49
g(I11,12) = (y2+ p + 32)*12 (g |

Donde a esta matriz se le aplica la derivada de cada 11 y 12 de f y g, obteniendo el jacobiano:

af af r ~N
_lonn a2 51
Vilos a9 -

dl1 012
_[(y1+ p + 81) 0 (Y
V‘[ 0 Y2+ p + 82) | 52

~ 7
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Se invierte la matriz V
L 1 *[(y1+u+81) (] [53}
Y1+ p+ 81)(y2+ pn + 82) 0 Y2+ p + 82)
1
1+ p + 81) 0
v-1= (v n [ 54 J
0 1
Y2+ p + 82)
Célculo de la matriz FV 1
B1+S  Blr(1—gl)+V 1

FV—1 _ T + N 0 % (y1+p+81) 0 55

- 0 B2:S | B2e(1-e2)-V 0 _1

N N (v2+ pn + 82)

B1x«S + B1+(1—e1)*V 0
FV_l _ N+ (y1+ p+ 81)
= 0 B2+S + B2+(1—£2)*V [ 56 J
Nx (y2+ pn + 62)
Calculamos los valores propios de FV ~1
Aplicamos:
|FV-1_A*11=0 { 57 J
B1+S + B1*x(1—€1)*V i 0
Nx (yl+ n + 81) _o {58)
0 B2+S + B2+ (1—€2)*V B
Nx* (y2+ p + 82)

B1xS + BL+x(1—€1)*V 2 B2«S + B2x(1—¢€2)*V al—o
N+ (y1+ p + 81) _]* N+ (Y2+ p + 862) _]_ [59J

Calculamos por separado los )\, ya que para cada uno de estos dara un resultado diferente para los R,

del modelo SV11I:R.
Al:Bl*S+Bl*(1—sl)*V [60]
N+ (y1+ pn + 81)

39



A2

_ B2xS + B2x(1—g2)xV [61)
~ Nx* (y2+4 pn + 82)

Para finalizar y tener el resultado acorde a la metodologia de “The next generation matrix”, se
sustituirén los valores de S, Vy ¥ N, en los A anteriores, ya que para el célculo correcto del R, se

necesita implementar la ecuacion de equilibrio que se calculd al principio, quedando los 11 y A2 de
la siguiente manera.

@D 4 g1+ (1-e1) LD

p1- Gt B
i1 = (ﬂ(;wp) — px(p+ p) {62}
@+ Tt py 1+ 8D
C) s (1—g2)s_P*D)
N ) R S T ()
/12_( @ @D, 24y o+ 82) ”
wtp " wrutp) VTR
Valor de R, para el modelo SVI1I:R
R, para la variante 1 (infeccion 1):
C)) s (1—g1)s—P*D)
L ) R T (L)) {64)
o1 ) (p*2)

@+ Tt pyr 01T EOD

R, para la variante 2 (infeccion 2):

) s (1_g2)+_P*D)
P2 Gt p * P2 A G p) [65)

@, o® .
@+ Tt ppr 0282

Ro,z =

Al tener dos R, en este modelo, se debe encontrar un Méaximo®® entre estos dos tal que este sea menor
a 1 para que esté en un equilibrio fuera de enfermedad y estable. Esto se veria de la siguiente manera.

RO = Max {RO,l y RO,Z} < 1 { 66 }

58 (Bichara, Iggidr, & Sallet, 2013)

40



Cuando se encuentre un maximo entre estos dos R, , no necesariamente estaran en equilibrio para
siempre y se mantendra libre de infeccion, ya que por el teorema 2%, si R, < 1 entonces el equilibrio
libre de enfermedad es localmente asintéticamente estable. Si R, > 1 entonces el equilibrio libre de
enfermedad es inestable. Demostrado en el libro de Diekmann and Heesterbeek®.

Al tener R, para ambas variantes listo, es de interés saber qué es lo que realmente significa este R, en
el modelo SVI11:R, es decir, su interpretacion epidemioldgica.

Al observar Ry 1Y Ro», Se puede apreciar que son exactamente iguales en su forma estructural,
cambiando solamente el nimero que acompana el parametro para diferenciar la infeccion tipo 1 de la
infeccion tipo 2, por lo que la explicacion que se dara para el R, serd de forma general para ambos
casos.

*S§y + *(1—¢g)xV
Ro,k:Bk 0 Gk ( ) 0 ) :1'2 {67)
No* (Y + n + 8)
* S *x(1—g)*xV
Rox = Bic * So + B ( ) 0 k=12 [68}
Nox* (Yr+ m+ 8) No* (yr+ 1+ 8)

En este R, se puede ver por una parte que al entrar un infectado a una poblacién de susceptibles y
vacunados, se tiene el total de infectados que produce durante su periodo infeccioso, estando
representado por B, que son los contactos que la persona infectada hace en un periodo de tiempo por
la probabilidad de contagio dado un contacto, multiplicado por la probabilidad de contactar a alguien

. S . , . . .

susceptible que es =% y por tiempo en dias que alguien permanece infectado —————— (tiempo de
Ny (Yetn+8k)

permanencia en ). Por otro lado, se tiene el total de las personas que eran vacunadas y fueron

1-¢g)*V,
w que es el numero de
0

contagiados por dia, siendo reducida debido a la eficacia de la vacuna y el tiempo en dias que el

individuo enfermo sigue contagiando, estando representado por

infectadas por el individuo enfermo, estando representado por

(Yt n+8p) "

59 (Van Den Driessche & Watmough, 2001)
60 (Diekmann & Heesterbeek, 2000)
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4.4 Casos del Umbral Epidemiologico SVI1I2R con datos provenientes del Minsal
En esta seccion se estudiara el efecto sobre el umbral epidemiolégico R, de distintos pardmetros del
modelo SVI111:R.

Se seleccionaron datos de la region de Valparaiso en la semana del 11 de mayo del 2020, obteniendo
algunos de los datos del Ministerio de Salud®!, Ministerio de Ciencias®? y de informes® para la Seremi
de Valparaiso, elaborado por Katia VVogt y otros profesores.

Los valores de los parametros a utilizar para calcular R, del modelo SV1112R son los siguientes:

Datos Valores

Tasa de nacimiento por dia 0,06
Tasa de muerte por dia 0,0005
Tasa de muertes por variante 1 por dia 0,0002
Tasa de muertes por variante 2 por dia 0,0003
Tasa de transmision variante 1 por dia 0,064
Tasa de transmisién variante 2 por dia 0,1216
Tasa cobertura de la vacunacion por dia 0,0096

Tasa de recuperacion por variante 1 (en dias) | 14
Tasa de recuperacion por variante 2 (en dias) | 14

Tasa de perdida de inmunidad (en dias) 365

Eficacia de la vacuna para variante 1 90%

Eficacia de la vacuna para variante 2 50.39%
Tabla 15

Esta tabla contiene los datos del modelo SVI,1;R con los valores a usar en las simulaciones.

Comenzando con la visualizacion del comportamiento del R, para ambas variantes, se graficara en
primera instancia en 2D variando solamente un parametro y luego se graficara en 3D para ver el
impacto que genera la variacion de dos parametros sobre el R.

Para los graficos 2D y 3D existira una linea y superficie verde constante, representando el Ry = 1
constante a lo largo del tiempo, para poder ver de mejor manera donde se encuentra el comienzo de
la infeccidn, ya que como se menciono en el capitulo 3, cuando R, = 1 recién empieza a surgir la
infeccion contagiando en promedio una persona en la poblacién por cada individuo enfermo. Al saber
esto, lo que se busca es Ry < 1 para que exista la posibilidad de que termine la infecciosidad y no se
siga propagando en la poblacion. Cuando R, < 1 el equilibrio libre de enfermedad es localmente
asintéticamente estable, pero no globalmente. Esto quiere decir que, si el nmero de infectados es
suficientemente cercano a 0, entonces los infectados convergen a 0. Si no, puede ser que no converjan
ao.

Los parametros para modificar y variar a lo largo del tiempo seran las tasas de transmision para la
infeccion con variante 1y 2, las eficacias de la vacunacion contra la infeccion con variante 1y 2, la
tasa de cobertura de la vacunacion por dia y las tasas de recuperacion para los infectados con variante
ly?2.

61 (Ministerio de Salud, 2021)
62 (Ministerio de Ciencias , 2021)
83 (Vogt, Henao, Moreno, Aguilera, & Zamora, 2021)
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Graficas en 2D

Tasas de transmision variable en los pardmetros 8, v 5, para la infeccién en las variantes 1y 2,
desde 0 a 0,2:
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Tasa de Transmision de la Infeccion

Figura 18
Esta figura muestra R, con respecto a la tasa de transmision, observando que a medida que aumenta la tasa de la infeccién, aumenta el
R, para ambos casos.

Se observa que al variar las tasas de transmisién hasta un cierto punto (0,07 aproximadamente) es
bueno, ya que se mantienen el R, de ambas variantes por debajo de 1, aunque si se sigue aumentando
la tasa de infeccion de ambos, estos pasaran a tener mayor R, superando el limite para que se pueda
reducir la infecciosidad en la poblacion.
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Eficacias de la vacunacidn variable en los parametros £; v -, contra la infeccion en las variantes
1y 2, desde 0a0,8:

RO VS Efiacia 1 y 2 Variable
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Figura 19
Esta figura muestra R, con respecto a la eficacia de la vacuna, observando que a medida que aumenta la eficacia de la vacunacion
contra ambas variantes, disminuye el R, para ambos casos.

Se observa que al modificar la eficacia de la vacuna para la infeccion con variante 1y 2, se ve una
disminucion significativa de ambos R, a medida que se aumenta la eficacia de la vacuna, siendo la
disminucion mas significante la de la segunda variante, ya que esta logra un R, < 1 en una eficacia
aproximada de 0,41 , mientras que la otra variante siempre estuvo por debajo.
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Tasa de cobertura de la vacunacion variable por dia en el parametro p, desde 0 a 0,1:

RO VS Cobertura 1y 2 Variable
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Figura 20
Esta figura R, con respecto a la tasa de cobertura de la vacuna, observando que a medida que aumenta la cobertura de la vacunacion
para ambas variantes, disminuye levemente el R, para ambos casos.

Se observa que, variando la cobertura de vacunacion para ambas variantes, disminuye el R, al
comienzo en ambas variantes manteniéndose de forma constante y sin grandes variaciones, quedando
solamente en R, < 1 la variante 1 con un valor de 0,6 aproximadamente, mientras que la variante 2
adquiere un valor de 1,4 aproximadamente con R, > 1.
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Tasas de recuperacioén variable en los parametros Y41 Y Y-, para los infectados con variante 1y 2,
desde 0 a 0,4:
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Figura 21
Esta figura muestra la tasa de recuperacion mediante las 2 infecciones existentes, observando que a medida que aumentan los tasa de
recuperacion, aumenta el RO para ambos casos, pasando ambos de un RO menor a 1 a un RO mayor a 1.

Se observa que, variando la tasa de recuperacion para ambas variantes, disminuye el R, para la
variante 1 antes que la variante 2, obteniendo un R, < 1 para las dos variantes a partir de un valor
aproximado de 0,125. Si esta tasa recuperacion la llevamos a dias para que ambas variantes estén en
R, <1, seran unos 8 dias aproximadamente.
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Analizando los casos anteriores en los cuales se variaba un solo parametro se puede observar gue, los
casos mas relevantes que ayudarian a disminuir los individuos enfermos en la poblacién serian los
siguientes. En primer lugar, en la figura 21 se tiene la disminucion de los dias de recuperacion para
aquellos que estan infectado, porque si se disminuye los dias en que una persona infectada puede
contagiar, se recuperaria mas rapido de la enfermedad y tendria menos tiempo para contagiar. Por
otro lado, en la figura 19 esté el aumento de la eficacia de vacunacion para ambas variantes, lo cual
pasando a una eficacia del 41% aproximadamente, el R, de ambas variantes estarian por debajo de 1
en R, y comenzarian a disminuir los casos. Por ultimo, en la figura 20 esta el caso de la cobertura de
vacunacion, lo cual al aumentar ambos R, quedara solamente el R, de la variante 1 por debajo de 1
y el R, de la variante 2 por arriba de 1, manteniéndose ambas variantes constantes, por lo que en este
caso esta la posibilidad de solamente reducir los individuos enfermos por la variante 1.

A continuacion, se veran dos casos en los cuales se variaran dos parametros al mismo tiempo para
ver el comportamiento del R,en 3D, para observar si al variar dos de estos parametros
simultaneamente se logra observar una mayor reduccion de los nimeros reproductivos basicos Ry,.

En los gréficos 3D se podran apreciar 3 superficies de colores, siendo estas rojas, azules y verdes,
estando representada la superficie roja por el R, de la variante 1, la superficie azul por el R, de la
variante 2 y la superficie verde estara representada por el valor constante R, = 1 para poder
identificar el valor del umbral. Ademas, se veran 3 ejes de colores distintos, un eje sera de color azul
representando el eje Z que son los valores de los R, y los otros dos ejes de color rojo y color verde
seran los parametros dos pardmetros a variar, los cuales serdn mencionados en cada gréafico.

47



Valor de Ro

Graficas en 3D

Caso 1: Variando los dos pardmetros de la tasa de cobertura de vacunacion y los dos parametros de
la tasa de recuperacion para ambas variantes.

Tasa de recuperacion

Figura 22
Esta figura muestra la variacién de ambos parametros para la tasa de cobertura de vacunacion y la variacién ambos pardmetros para la
tasa de recuperacion mediante las variantes de infeccion, encontrandonos con la cobertura en el eje Y de color verde y la tasa de
recuperacion en el eje X de color rojo.

Se puede observar que, en el origen existe una pequefia curvatura para ambas variantes estando
representadas por las superficies de color rojo y azul, donde al aumentar la tasa de cobertura de
vacunacion y una disminucion en la tasa de recuperacion, surge un crecimiento del R,. Si se quiere
obtener un R, > 1 para ambas variantes, se debe de tener una tasa de recuperacion de al menos 0,14
que es equivalente a 7 dias, con una tasa de cobertura de vacunacion entre 0 y 1, ya que esta tasa de
cobertura se mantiene constante a lo largo del plano, por lo que el Gnico pardmetro que hace variar
de una forma significativa las superficies es la tasa de recuperacion.
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Valor de Ro

Caso 2: Variando los dos parametros de la eficacia de vacunacion y los dos pardmetros para la tasa
de recuperacién para ambas variantes.

03 p Lo y e %
Tasa de recuperacion

Figura 23
Esta figura muestra la variacion de ambos parametros para la eficacia de vacunacién y la variacién de ambos parametros para la tasa
de recuperacion mediante las variantes de infeccion, encontrandonos con la eficacia en el eje Y de color verde y la tasa de recuperacion
en el eje X de color rojo.

Se puede observar que, al aumentar la eficacia de vacunacion, esta no tiene ningun impacto relevante
en la superficie con la tasa de recuperacion, ya que disminuye muy levemente el valor de R, siendo
esto imperceptible, por lo que al aumentar o disminuir la tasa de recuperacion esta no se vera afectada
en grandes rasgos por la eficacia. Entonces, para tener un R, < 1 en ambas variantes, se debe tener
una tasa de recuperacion de 0,14 aproximada equivalente a 7 dias, con cualquier nivel de eficacia de
vacunacion.
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Los dos casos anteriores fueron elaborados con el propdsito de ver si variando dos parametros
simultdneamente, se podia tener una disminucién en R, tal que ambas variantes tuvieran un R, < 1,
para tener la posibilidad de disminuir los infectados.

Se puede concluir que, si se busca tener el R, < 1 para tener la posibilidad de que ambas variantes
desaparezcan, una solucion viable es aumentar la tasa de recuperacién (menos dias de recuperacion)
para los individuos que estan infectados y que asi los infectados tengas un menor tiempo para
contagiar a otro individuo. El gran problema es que esta tasa de recuperacién no es facil de manipular
y se necesitaria un tipo de antiviral como el de la farmacéutica Merck® que cred el antiviral llamado
molnupiravir para provocar una disminucion en los dias en que un enfermo se recupera, ya que, si no
se tiene este antiviral, se estaria dependiendo netamente de dos cosas. La primera seria la reaccion
natural que tiene nuestro cuerpo para combatir/adaptarse a este virus en estudio, generando
naturalmente una recuperacién mas rapida. La segunda seria la eficacia que tiene la vacuna contra
este virus, lo cual pudo ser comprobado con anterioridad que, al aumentar la eficacia, no genera un
gran impacto en los individuos infectados.

Los laboratorios farmacéuticos estan tratando de crear un tipo de antiviral para reducir el riesgo de
hospitalizacion y de muerte por portar el virus, reduciendo los dias de la transmision del virus. Hasta
la fecha®, solamente una farmacéutica ha logrado crear una pastilla de este estilo, siendo esta Merck®®
con su antiviral molnupiravir, con el cual se podra combatir a este virus al igual que las vacunas.
Ademas, tras estudios clinicos®” sobre el molnupiravir, gran bretafia fue autorizado para el consumo
de este antiviral® para reducir el riesgo a personas que presentan sintomas graves por el virus.

64 (Merck, 1891)

% (Los Angeles Times, 2021)
% (Merck, 2021)

57 (Holman, et al., 2021)

% (Diario Financiero, 2021)
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4.5 Discusion del efecto de distintas medidas de control en la dinamica de las curvas
de infectados en el modelo SVI112R con datos provenientes del Minsal

En el capitulo anterior del Umbral Epidemiolégico SVI1112R, se observo que al variar los 4 parametros
de forma individual y de a pares (gréaficos 2D y 3D) que aparecen en la expresion de Ry, el Unico
parametro que disminuye significativamente el R, de ambas variantes por debajo de 1 es el de la tasa
de recuperacion, por lo que a continuacion se vera si realmente es conveniente aumentar la tasa de
recuperacion para que disminuyan los dias de recuperacién de un infectado.

Para esto se tomaran los datos y valores del capitulo 4.4 (tabla 15), agregandoles un par de datos y
valores nuevos para poder crear 5 simulaciones con el modelo SVI1I2R, teniendo la variante mas
agresiva la variante 2. En primera instancia se vera el caso con eficacias de vacunacién al 50% para
ambas variantes, luego se vera el caso con una eficacia de vacunacion distinta las variantes, también
se vera un caso en el que los infectados no estan vacunados pero el tiempo de recuperacién se reduce
a 7 dias por la implementacion de un antiviral, se hara un caso donde las eficacias de vacunacion
seran distintas con una reduccién de 7 dias en el tiempo de recuperacion y, por ultimo, un caso
comparativo de lo que ocurre al usar solamente un antiviral (reduccion en 7 dias) contra eficacias de
vacunacion distinta entre las variantes.

Se ocuparan datos provenientes del Ministerio de Ciencias®® para ocuparlos con los datos del informe
18 de la seremi de Valparaiso™. Los supuestos seran los valores de 11(0) y 12(0).

Datos Valores

N(0) 1.961.407
S(0) 1.059.248
V(0) 812.557
11(0) 5.000
12(0) 2.000
R(0) 82.602
Tasa de nacimientos por dia 0,06
Tasa de perdida de inmunidad (en dias) 365

Tabla 16

Esta tabla contiene los datos del modelo SVI,1,R con los calores provenientes del Minsal a usar en las simulaciones.

89 (Ministerio de Ciencias , 2021)
70 (Vogt, Henao, Moreno, Aguilera, & Zamora, 2021)
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Caso 1: Infectados con eficacia de vacunacidén contra ambas variantes al 50% y 14 dias de
recuperacion.
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Figura 24

Esta figura muestra el nimero de infectados en el tiempo a 1000 dias, con eficacia para ambas variantes al 50% con 14 dias de
recuperacion.

Como se puede observar, al tener una eficacia de vacunacion al 50% para ambas variantes,
inicialmente se ve una disminucion de infectados por la variante 1, la cual converge a 0 con un
R, ; = 0.8653. Por otro lado, se tiene la variante 2 con un gran aumento de los infectados llegando a
un peak alrededor del dia 100, donde luego disminuye en el tiempo convergiendo a 0, llegando en el
dia 700 a 33 infectados aproximadamente por variante 2, el cual sigue disminuyendo la cantidad de
infectados en el tiempo lentamente, con un valor de Ry, = 1.6418.
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Caso 2: Infectados con eficacia de vacunacion contra la variante 1 al 90% y contra la variante
2 al 50% con 14 dias de recuperacion.
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Figura 25

Esta figura muestra la cantidad de infectados en el tiempo a 1000 dias, con eficacias al 90% contra la variante 1 y al 50% contra la
variante 2, con 14 dias de recuperacion.

Como se puede observar, al tener una eficacia de vacunacion contra la variante 1 al 90% y contra la
variante 2 al 50%, no se percibe ninguna diferencia a simple vista en comparacion a la figura 24. Al
igual que en el caso 1, inicialmente se ve una disminucion de infectados por la variante 1, la cual
converge a 0 con un Ry ; = 0.8477. Por otro lado, se tiene la variante 2 con un gran aumento de los
infectados llegando a un peak alrededor del dia 100 al igual que en el caso 1, pero la diferencia esta
gue esta disminuye en el tiempo convergiendo a 0, llegando en el dia 700 a 25 infectados
aproximadamente por variante 2, el cual es menor que en el caso anterior y esta sigue disminuyendo
la cantidad de infectados en el tiempo lentamente, con un valor de Ry, = 1.6415.
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Caso 3: Infectados con variante 1y 2 NO vacunados, pero con 7 dias de recuperacion por la
implementacion de un antiviral.
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Figura 26

Esta figura muestra el nimero de infectados en el tiempo a 1000 dias, sin vacunacién para amabas variantes y con 7 dias de
recuperacion.

En esta situacion se reducen los dias de recuperacion a 7 dias con la implementacion de un antiviral,
estando los infectados por la variante 1y 2 no vacunados. Se puede ver inicialmente una disminucién
de infectados por la variante 1, la cual converge a 0 de manera mas rapida que en los dos casos
anteriores con un R, 1 = 0.4458. Por otro lado, se tiene que la variante 2 no llega a ningtin peak como
en los dos casos anteriores, si no que esta disminuye desde el inicio y converge a 0 al igual que la
variante 1 con un R, , = 0.8464. El impacto que produce este caso es que al no estar vacunado ninguno
de los infectados por variante 1y 2, pero si con una implementacién de un antiviral, se reducen mas
rapido los infectados que con la implementacion de una vacuna.
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Caso 4: Infectados con eficacia de vacunacion contra la variante 1 al 90% y contra la variante
2 al 50%, con 7 dias de recuperacion por la implementacion de un antiviral.
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Figura 27
Esta figura muestra el nimero de los infectados en el tiempo a 60 dias, con eficacias contra la variante 1 al 90% y contra la variante 2
al 50%, con 7 dias de recuperacion por la implementacion de un antiviral.

En esta situacion se implementa un antiviral que reducira los dias de recuperacion a 7 dias,
manteniendo a la poblacién vacunada con unas eficacia de vacunacién contra la variante 1 al 90% y
contra la variante 2 al 50%. Se puede ver inicialmente una disminucion de infectados por la variante
1, la cual converge a 0 de manera similar al caso 3 con un R, ; = 0.4259. Por otro lado, se tiene que
la variante 2 disminuye al igual que en el caso 3, pero esta disminucion la hace un poco mas agil por
la implementacion de la vacuna convergiendo a 0, con un R, , = 0.8253.
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Caso 5: Infectados con eficacia de vacunacion contra la variante 1 al 90% y contra la variante

2 al 50% sin antiviral V.S. Infectados con la variante 1y 2 no vacunados y con antiviral.
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Figura 28

Esta figura muestra el nimero de los infectados en el tiempo a 60 dias, con eficacias de vacunacion contra la variante 1 al 90% y contra
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la variante 2 al 50% sin antiviral V.S. individuos no vacunados infectados por la variante 1 y 2 con antiviral.
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Figura 29

Esta figura muestra el nimero de los infectados en el tiempo a 1000 dias, con eficacias de vacunacion contra la variante 1 al 90% y
contra la variante 2 al 50% sin antiviral V.S. individuos no vacunados infectados por la variante 1 y 2 con antiviral.
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En esta situacion se pueden comparar visualmente que es lo que ocurre simultaneamente con una
poblacion infectada con la implementacion de la vacuna contra la variante 1 al 90% y contra la
variante 2 al 50%, y otra situacion donde la poblacion es infectada por la variante 1y 2 utilizando un
antiviral. Se observa de forma general que la poblacion que ocupa solamente el antiviral disminuye
su propagacion mucho antes que aquella que usa el método de vacunacién. Por otro lado, a pesar de
que la variante 2 con antiviral converge a 0 después que la variante 1 con vacunacion, esta variante 2
con antiviral tiende a 0 mucho antes que la variante 2 con vacunacion.

Por lo tanto, se puede concluir que es necesario de todas formas implementar un antiviral, ya que este
antiviral al disminuir los dias de recuperacién de los infectados con variante 1 y variante 2, provoca
una disminucién mas rapida de los infectados por la variante 2 en comparacion si se implementa
solamente vacunacion. En esta Ultima simulacidn, se pudo converger a 0 la variante 1 y la variantes
2, pero existen algunos casos en los que al disminuir el R, de ambas variantes, una de ellas se
mantiene en un crecimiento constante a lo largo del tiempo volviéndose endémica, al igual que lo que
ocurre en el paper de Joe Pharaon y Chris T. Bauch™, los cuales, al tener dos variantes distintas,
disminuyen una de estas por debajo de 1 en R, , manteniendo la otra cercana a 1, lo cual a largo plazo
se mantienen los infectados, dando un resultado endémico.

Estos resultados reflejan la importancia de un tratamiento que pueda reducir el tiempo que un
individuo permanece infeccioso.

71 (Pharaon & Bauch, 2017)
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5. Control Optimo del Modelo SVI1112R

El control optimo’ es un método de resolucién de problemas de optimizacién en sistemas que van
evolucionando a lo largo del tiempo y este tiene como finalidad ajustar ciertos valores especificos en
los pardmetros de un sistema de ecuaciones, para minimizar o maximizar el objetivo que se esta
buscando obtener. El control optimo contiene sistemas de ecuaciones, como las ecuaciones
diferenciales (39) que se usaron para la elaboracion y desarrollo del modelo SVI:1;R. Entonces, para
poder crear y desarrollar el control optimo sobre el modelo SVI1I2R, se aplico la tedrica descrita en
el libro de “Optimal Control Applied to Biological Models™"® escrito por Suzanne Lenhart quien
utiliza el modelo SEIR para minimizar los infectados utilizando métodos matematicos como Runge
Kutta™ de orden 4 (RK4) y el método Hamiltoniano. Estos métodos matematicos fueron programados
en Matlab usando el método de “Runge Kutta sweep solving forward in time” y ““Runge Kutta sweep
solving backward in time”, obteniendo como resultado un pardmetro variante en el tiempo que
minimiza lo deseado en el control optimo.

Antes de pasar al desarrollo de RK4 y Hamilton, se necesita saber que se va a minimizar
especificamente. Considerando lo visto en el capitulo 4, se quiere minimizar la cantidad de infectados
que hay en la poblacion, especificamente la cantidad de infectados por la variante 2, ya que esta es
mas letal en la poblacidn que los infectados por la variante 1, por la razon de que presenta mayor tasa
de transmisibilidad y riesgo de hospitalizacion. Esta minimizacion aparte de atacar directamente a los
infectados por la variante 2, debe enfocarse especificamente en atacar el factor mas importante que
lograra la minimizacion en los infectados, siendo este factor la tasa de recuperacion de los infectados.
Esta tasa de recuperacion se analizé debidamente en el capitulo 4 concluyendo que, es una forma méas
efectiva que usar un sistema de vacunacién y que si esta tasa se manipulaba disminuyendo los dias
en que un individuo infectado pueda contagiar a otro, como con un antiviral, se puede disminuir la
infecciosidad en la poblacién acabando en algin momento con la enfermedad. Por estas razon, a la
hora de minimizar los infectados con la variante 2, se debe incluir esta tasa de recuperacion, quedando
la siguiente formulacion lagrangiana para la minimizacion del problema de control optimo.

Min fo A L0 + 7,20 dt [ 69 }

En el lado derecho de esta ecuacién lagrangiana (69) encontramos una minimizacion en la tasa de

-, 1 . . e . .
recuperacion vy, [Tas] de los infectados por la variante 2. Esto lograra minimizar la cantidad de

infectados en base al tiempo de recuperacion, variando el tiempo en dias en que un infectado puede
contagiar a otro individuo. Lo deseable es minimizar vy, [Tas] en términos de costos, tanto de los

tratamientos como los costos que puedan generarse a largo plazo, estando estos costos relacionados
con el parametros “A”, que serd explicado a continuacion junto a estos costos a largo plazo.

Por otro lado, se encuentra un parametro “A” que acompafia a los infectados por variantes 2 y este
indicard el peso que tendrén los infectados en la sociedad siendo que, a mayor peso, mayor
importancia se le daré a la reduccion de los infectados en el periodo de tiempo dado. Ahora, este peso
esta ligado directamente los costos sociales”™ de la pandemia’ y también de este peso se desprenden

72 (Fallas Monge, Chavarria Molina, & Alpizar Brenes, 2016)
73 (Lenhart, 2007)

74 (Asri, Sidjara, Sanusi, & Pratama, 2021)

7> (Morales, 2020)

76 (CAF, 2020)
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los costos asociados a los tratamientos que se le quiere dar a la poblacion en cierto tiempo para que
se recuperen de la infecciosidad, siendo tratamientos agresivos o menos agresivos dependiendo del
resultado que arroje y, en este control éptimo.

El peso que se le asigna a “A”, es en base al esfuerzo que esta dispuesto hacer el estado para hacerse
cargo de las consecuencias debido a los enfermos por covid, ya que esto conlleva consecuencias a
nivel pais como el Long Covid, el desempleo, costos independientes a los que se hacen en las clinicas
como los tratamientos a usar, entre otras consecuencias. Una de estas consecuencias visto en estudios
recientes muestra que los individuos tratados y sanados por el covid podrian verse envueltos por el
termino Long Covid’’, que basicamente es que persisten sintomas a largo plazo pudiendo provocar
dafos a los 6rganos , codgulos sanguineos, estados de animos alterados, fatiga, entre otros problemas
gue se van descubriendo en el tiempo, lo cual podria causar un costo social hacia la poblacién. Por
otro lado, estas consecuencias estan enlazadas a los costos sociales, los cuales pueden ser, por
ejemplo, contaminacion del medio ambiente’, agotamiento de recursos naturales’™, accidentes
laborales®, entre varios otros costos sociales que se tiene dentro de la sociedad, pero como estamos
viendo el caso de covid siendo afectado claramente por un virus, los costos sociales son enfocados en
el area especifica afectada por el covid, los cuales pueden ser el encarecimiento de los productos®,
cambios en el habito de higiene®, actividad de las empresas®®, desempleos de trabajadores®, entre
otros. Este ultimo costo social es uno de los mas importantes dentro de la pandemia, trayendo varios
problemas como el incremento de la pobreza, colapsos en los hospitales, disminucién de la
productividad de las industrias, reduccion en las venta de productos, entre varios otros problemas
asociados a este costo de desempleo, por lo que se le deberia dar una mayor importancia a este enfoque
en los costos sociales.

Al mismo tiempo, al utilizar un determinado peso para “A”, se van generando costos a partir del tipo
de tratamiento que se implemente estando relacionado esto con los niveles de y, que se obtengan en
el tiempo, siendo calculados por el método de control optimo. Estos costos son muy variables en el
tiempo y dependen netamente del tratamiento, por lo cual los costos que pueden ser desprendidos de
este control optimo no podran ser calculados y mostrados directamente como valor numérico, pero si
se podra ver qué clase de tratamiento se necesita, siendo uno agresivo u otro menos agresivo y en qué
tiempo se necesitan dependiendo directamente de como se comporte el y, en el tiempo.

77 (Mayo Clinic, 2021)

78 (REYES GIL, GALVAN RICO, & AGUIAR SERRA, 2005)
7% (Dominguez, Leon, Samaniego, & Sunkel, 2019)

80 (Gobierno de Espafia, n.d.)

81 (Chavez, Villarreal, Calderon, & Gonzalez, 2009)

82 (U.S. Embassy San Jose, 2020)

83 (Comisién Nacional de Productividad, 2020)

84 (Fedea, 2018)
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Retomando la formulacion lagrangiana de la minimizacién de los infectados por variante 2, esta
minimizacion esta sujeta a las ecuaciones gue se tienen en el modelo SVI111;R, siendo estas:

S°(t) = b*N(t) - p*S(t) - p*S(t) - BL*S()*11(t) - B2*S(t)*12(t) + O*R(t) , S(0) = So > 0
V2(t) = p*S(t) - BL*(1-eL)*V(t)*11(t) - B2*(1-£2)*V(D)*12(t) - p*V(t) , V(0) = Vo = 0
11°(t) = BL*S(t)*11(t) + B1*(1-e1)*V(D)*11(t) - (y1+p+31)*I1(t) , 11(0) = 110> 0 { . )
= I2°(t) = B2FS(R)*12(t) + B2*(1-e2)*V(D)*12(t) - (y2(t) +p+82)*12(t) , 12(0) = 12 > O
R’(t) = y1*I1(t) + y2(t)*12(t) - p*R(t) - 0*R(t) , R(0) = R0 > 0
N°(t) = (b-p)*N(t) - S1*11(t) - 52*12 (t) , N(0) = No

0.0714 <y2<0.1428

Se puede observar en la ecuacion (70) que y, esta entre los valores 0.0714 y 0.1428, porgue como
se vio en el capitulo 4, con un tratamiento para disminuir la tasa de recuperacion de los infectados de
14 a 7 dias como minimo, se puede reducir la infecciosidad en la poblacién, por lo que se seguira con
esta ideologia observada en el capitulo 4.
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5.1 Runge Kutta orden 4 en modelo SVI1112R

El método de Runge Kutta® de orden “n” (RKn), se utiliza para obtener una resolucién numérica de
las ecuaciones diferenciales mediante un numero “n” de etapas e iteraciones, siendo ademas necesario
tener el resultado de la etapa anterior para poder avanzar. Por ello, para poder resolver el problema
de control optimo del modelo SVI:1:R tenemos que utilizar en primera instancia, el método de “Runge
Kutta sweep solving forward in time® para resolver el sistema de ecuaciones desde el inicio hasta
el final del periodo dado.

De tantos ordenes que se pueden utilizar en el RK, se utilizara el de orden 4. Esto se debe a que al
evaluar el sistema de ecuaciones computacionalmente, es preferible mantenerse con solamente 4
iteraciones como méaximo, por la razén de que, si colocamos una de orden mayor, el trabajo
computacional para hacer los calculos sera mayor. Entonces, por esa razon se utilizara el RK4%,
siendo lo méas comun para la resolucion de este tipo de problemas®.

La formulacion general de RK4 es la siguiente:
h
Xn+1: Xn+ g(k1+2k2+2k3+k4) { 71 }

( ky = fQxi,y0)
ko= O+ 3hoyi + 2k
2 2 {72)

1 1
ks = f(x; + Eh;}’i + Ekzh)
ky= f(x; + hyy; + k3h)

En esta formulacion de RK4 se puede observar como estan compuestas las 4 iteraciones del modelo,
dependiendo cada “k” del paso anterior y cOmo estas se juntan en una sola ecuacion para dar el valor
numérico dependiendo de la etapa en la que se encuentre.

Con esta formulacién, se procedera a hacer esto mismo, pero con el modelo SVI1l:R. Para esto se
utilizaran 6 ecuaciones (73) que representan las clases del modelo, para poder obtener la resolucion
numérica que se esta buscando hacia adelante en el tiempo.

allaple O ad0

ml# Iteracion K1 de la clase “#” del modelo SVI111:R
m2# Iteracion K2 de la clase “#” del modelo SVI1I:R
m3# Iteracion K3 de la clase “#” del modelo SVI1I:R
ma# Iteracion K4 de la clase “#” del modelo SVI11I:R

h ( Tiempo Total ) / ( Cantidad de divisiones en el periodo)

h2 h/2

Tabla 17

Esta tabla contiene las variables del modelo SVI,1;R en RK4 con sus significados.

85 (MathsTools, n.d.)

86 (Lenhart, 2007)

87 (Ashgi, Pratama, & Purwani, 2021)
88 (Lenhart, 2007)

61



Ecuaciones de cada clase en el modelo SVI11I:R

—

S@+1) = S@) + (h/6) * (m11 + 2*m21 + 2+*+m31 + m4l)

Vi+1) = V@A) + (h/6)* (m12 + 2+m22 + 2*m32 + m42)

[1(+1) = I11(1) + (h/6) * (m13 + 2*m23 + 2*m33 + m43) {73)
D [20+1) = 12(1) + (h/6) *x (m14 + 2*m24 + 2*m34 + m44)
R(i+1) = R@) + (h/6) * (m15 + 2 *m25 + 2*m35 + m45)

NG+ 1) = N@{) + (h/6)* (m16 + 2+*m26 + 2*m36 + m46)

—

Primera iteracién, K1

—

mll = b*N(i) — u*S(@i) — p*S@{) — B1*S@H) *I11(1)) — B2 *S(i) *x12(i) + 6 = R(i)

ml2 = p*xS(i) — B1*(1—el)* V(@) = 11(1)) — B2+ (1 —€2) * V() *12(1)) — u*V()
m13 B1*SA) *I1(1) + B1* (A1 —€l) x V() x11(1) — (y1+ p+61) *I11(Q) { 24 )
D ml4 = B2 *S@) *12(0) + B2 * (1 —€2) * V(@) *12(0) — (y2() + n+ 862) =12(i)

ml5 = y1*I1(1) + y2(@{) *12(1) — p*R@{) — 6 *R()

ml6 = (b—p) *N(@{) — 61 +11(1) — 62 = 12(i)

—

Sequnda iteracion, K2

—

m21 = b* (N(i) + h2 *m16) — pu=* (S(A) + h2 *m11) — p * (S(i) + h2 * m12) — B1
* (S(i) + h2 *m11) = (I1(i) + h2 * m13) — B2 * (S(i) + h2 * m11)
#* (I2(1) + h2 *m14) + 0 = (R(i) + h2 * m15)

m22 = p*(SG) +h2*m11) — B1* (1 — 1) * (V(i) + h2 * m12) * (11(i) + h2 * m13) — B2
#* (1 —¢€2)* (V(i) + h2 *m12) = (12(i) + h2 * m14) — p* (Vi) + h2 * m12)

m23 = B1#*(SA) +h2*ml11)* (11(i) + h2 * m13) + B1* (1 —¢€l) * (V(i) + h2 *x m12)
_ * (I11(1) + h2 * m13) — (y1+ p+61) = (I1(i) + h2 * m13) { o }

m24 = B2 (S{A) +h2*m11) * (12(i) + h2 * m14) + B2 * (1 —€2) * (V(i) + h2 *x m12)
* (12(1) + h2 * m14) — (0.5 (y2() + y2(i+ 1)) + p + 82)
* (I2(1) + h2 * m14)

m25 = y1* (I11()) + h2 *m13) + 0.5 * (y2(i) + y2(i+ 1)) * (12(i) + h2 * m14) — p
* (R(i) + h2 * m15) — 6 * (R(i) + h2 * m15)

m26 = (b—w) * (N(A) + h2 *m16) — 81 (I1(i) + h2 * m13) — 62 = (12(i) + h2 * m14)
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Tercera iteracion, K3

—

m31 = b* (N@{) +h2 *m26) — pu=* (S(A) + h2 *m21) — p * (S(i) + h2 * m22) — B1
* (S(i) + h2 * m21) = (I1(i) + h2 * m23) — B2 * (S(i) + h2 * m21)
* (I2(1) + h2 * m24) + 0 = (R(i) + h2 * m25)

m32 = p*(S() +h2*m21) — B1*(1—¢el)* (V@) + h2 *m22) = (I1(i) + h2 * m23) — B2
* (1 —¢€2)* (V(i) + h2 *+m22) = (12(i) + h2 * m24) — p* (V(@i) + h2 * m22)
m33 = B1#*(SH) +h2+m21)* (11(i) + h2 * m23) + B1* (1 —¢€l) * (V(i) + h2 * m22)
* (I1(1) + h2 * m23) — (y1+ pu+81) = (I1(i) + h2 * m23) [ 76
m34 = B2x*(S@Gi) +h2+*m21) = (12(i) + h2 * m24) + B2 = (1 —€2) * (V(i) + h2 *x m22)
* (12(1) + h2 * m24) — (0.5 (y2() + y2(i+ 1)) + p + 82)
* (I2(1) + h2 * m24)
m35 = y1x* (I1(i) + h2 * m23) + 0.5 * (y2(i) +v2(i+ 1)) * (I2(1) + h2 * m24) — u
* (R(i) + h2 * m25) — 6 * (R(i) + h2 * m25)
m36 = (b—p) * (N(A) + h2 *m26) — 61  (I1(i) + h2 * m23) — 62 * (I12(i) + h2 * m24)

Cuarta iteracion, K4

—

m41 = bx* (N(@) + h*m36) — p* (S(i) + h*m31) — p * (S(i) + h * m32) — B1
* (S() + h*m31) = (I1(1) + h*m33) — B2 = (S(i) + h * m31)
* (I2(1) + h* m34) + 0 = (R(i) + h * m35)

m42 = p*(S(A) + h*m31) — B1* (1 —¢€1) * (V(i) + h*m32) * (I1(i) + h * m33) — B2
#*(1—€2)* (Vi) + h+*m32) * (12(1) + h* m34) — p* (Vi) + h* m32)

m43 = B1*(S({)+h*m31)* (I11(i)) + h*m33) + B1* (1 —el)* (V@) + h*m32) = (I1(i)
+h#*m33) — (y1+ p+ 81) * (11(i) + h * m33)

m44 = B2 (S() +h*m31) * (12()) + h * m34) + B2 * (1 — £2) * (V@) + h * m32) { 8 )
« (12() + h * m34) — ((y2(i +1)) +u+ 82) % (12(i) + h * m34)

m45 = y1* (I11()) + h*m33) + (y2(i+ 1)) * (12(0) + h* m34) — p = (R@) +h*m35) — 6
* (R(i) + h * m35)

m46 = (b —p) * (N(i) + h*m36) — 81 % (I1(i) + h* m33) — 82 * (12(i) + h * m34)

Con estos procedimientos se podré obtener la resolucion numérica de RK4 hacia adelante en el tiempo
en cada periodo, para cada clase y la tasa de recuperacion de los infectados por la variante 2 a lo largo
del tiempo. Ahora, falta una segunda parte que es el RK4 hacia atras en el tiempo, por lo cual para
poder llegar a hacer esto se necesita unir el método hamiltoniano con el método de RK4, por lo que
a continuacion se vera que es el método hamiltoniano y como se podria unir al método de Runge
Kutta.
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5.2 Hamiltoniano para el problema de control optimo considerando el modelo SVI112R
El Hamiltoniano® se usa para describir el estado en que se encuentra y funciona un sistema en
especifico, siendo muy comun en el area de fisica, pero este también se puede usar en el area de
matematicas, como para hacer el control optimo. El hamiltoniano se parece mucho al método
Lagrangiano®, pero a diferencia del Lagrangiano, esta funcion hamiltoniana busca rebajar el grado
de las ecuaciones a primer grado, haciendo que estas puedan describir cualquier sistema siendo este
complejo o no, haciendo la teoria matemética mas amigable. Ademas, lo que se trata de hacer en
general con el método de Hamilton es una transformacién hamiltoniana® en las ecuaciones de manera
de poder describir el comportamiento en las rutas que se tendran con las ecuaciones en estudio, siendo
en este caso las del modelo SVIilzR.

Asociando este método hamiltoniano con el modelo SVI11:R en el que se quiere aplicar control
optimo, se necesita saber primero como funciona matematicamente el Hamiltoniano, por lo que se
explicara a continuacion la formulacion general para poder utilizar esto mismo en el modelo SVI111;:R.
El modelo que se quiere desarrollar necesita en un principio el Lagrangiano para utilizar la funcion
hamiltoniana, lo cual en nuestro caso el Lagrangiano estaria dado en la minimizacion de infectados
descrita al principio de este capitulo.

Las ecuaciones generales para el hamiltoniano son las siguientes:

min -[OTL(x, u, t)dt { 79 )
H(x,A,u,t) = L(x,u,t) + AT(O)f(x,u,t) { 80 )
- - (o)

En primera instancia se puede ver la minimizacion con la lagrangiana, la cual es necesaria para poder
construir la ecuacion hamiltoniana. La ecuacién hamiltoniana estd compuesta por la formulacién
lagrangiana y por las clases existentes en el sistema, siendo asignadas las ecuaciones de cada clases
por un lambda especifico que estaria denotando donde se encuentran especificamente en el sistema
dichas clases y como estas se conectan con las demas mediante la formulacion interna de cada
ecuacion. Por ultimo, se separan los lambdas de la ecuacion hamiltoniana y se derivan con respecto
a la clase que esté representando dicho lambda especifico.

Este procedimiento es sumamente importante, ya que para poder hacer un “Runge Kutta sweep
solving backward in time” que es lo que falta, es necesario hacer todo el procedimiento anterior para
obtener los lambdas separados de dicha ecuacion y asi poder introducir estos lambdas al RK4.

8 (Gonzalez, 2014)
90 (Saldana, 2014)
9 (Fisica Landia, n.d.)
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Ahora, es necesario juntar los lambdas del hamiltoniano con el RK4, porque con los lambdas se le
puede dar una cierta orientacion al sistema de ecuaciones para que asi puedan devolverse desde el
final al inicio sin ningun problema.

A continuacion, se mostrara el desarrollo Hamiltoniano para el modelo SVIiI:R ocupando las
férmulas generales (79,80,81).

Lambda Clase perteneciente

Al Susceptibles

A2 Vacunados

A3 Infectados con variante 1

M Infectados con variante 2

A5 Recuperados

A6 Poblacién total

A Peso que se le daa I,
Tabla 18

Esta tabla contiene los lambdas del hamiltoniano en el modelo SVI;1;R con sus clases pertinentes.

Lagrangiano en la minimizacién de los infectados por la variante 2

Min JOTA « I (1) + y22(t) dt [ 82 ]

Se puede observar en esta integral la minimizacion que se quiere hacer en base a los infectados por
la variante 2, minimizando también la tasa de recuperacion.

Formula Hamiltoniana

H=A%I2+ (y2)?
+ 2(b*N@®) — p*SEt) — p*S(E) — BLxS(t) *11(t) — B2 * S(t) * 12(t)
+ 6 *R(t))
+ /'lZ(p *S() — BL*x (1 —el)« V() xI1(t) — B2+ (1 —€2) *V(t) x12(t) — p
*V(t))
+ 23(BL* S(D) * 11(D) + Bl (1 — 1) * V(1) x 11(t) — (Y1 + p+81) =11(1))
+ /14(82 *S() *12() + B2+ (1 —€2) *xV(t) *12(t) — (y2(t) + p+ 82)
*IZ(t))
+ 25(y1 *11(0) + y2(t) *12(t) — p=R(t) — 6 = R(V))
+ 26((b— W) * N(t) — 81 *I1(t) — 82 *I2(t))

En esta formulacion Hamiltoniana se puede observar como toman los valores de la integral que
contienen el Lagrangiano y lo junta con cada uno de los 6 lambdas que se crean.
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Derivada de cada lambda en formulacion Hamiltoniana

AL'(G) =2A1G) * (n+p + BL = 11() + B2 * 12(j)) — p * A2(j) — B1 * 11(j) * A3(j) — B2 * 12())
* M4())

A2°(G5) = R2(G) * (B1* (1 — el)*I11() + P2+ (1 — e2) *12(j) + p) — L= (1 — &1) *I1(j)
*A3() — B2+ (1 — €2) x12(j) = A4(j)

A3'(G) = A1() * (BL*S() +2A2() * (BL* (1 —€1) V() +A3() * (y1 + pu+ 81) — p1
*S() *A3() — BL* (1 — e)* V() *A3() — y1*A5() + 61 26())

MG) = —A + MO = ((20) + 1 + 82) — B2*SG) — B2+ (1 — e2) = V() — v2()
*A5() + 62+ A6() + B2+ S() *AL() + B2+ (1 — €2) » V() * A2())

A5'() = AS() * (n+ 0) — A1() * @
26'()) = A6()) * (1 —b) — AL(j) *b

Con esto se puede ver el resultado final de cada lambda en el sistema gracias a la derivacion que se
hizo en la ecuacion Hamiltoniana, por lo que se da por finalizado el método hamiltoniano. Ahora
estaria quedando solamente unir estos lambdas con el método de RK4 que se vio en el capitulo 5.1,
para poder hacer un “Runge Kutta sweep solving backward in time” y poder sacar una resolucion
numeérica optima junto con el “Runge Kutta sweep solving forward in time”.
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5.3 Runge Kutta orden 4 y Hamiltoniano en modelo SVI112R

Finalmente, habiendo desarrollado el RK4 y el hamiltoniano, se procedera a unir® ambas partes para
crear el método de “Runge Kutta sweep solving backward in time”%, el cual a diferencia del RK4
normal y gracias al hamiltoniano, se podra hacer este método de iteraciones, pero hacia atras. Es
necesario hacer uno que itere hacia adelante como el RK4 y uno hacia atras como lo que se hara
ahora, para hacer que el programa pueda analizar los valores que se hace tanto hacia atras como hacia
adelante, para que pueda encontrar los valores 6ptimos a lo largo del tiempo para crear el control
Optimo del problema.

En este método se ocupa exactamente la misma estructura que se usé en el método de RK4 en el
capitulo 5.1, pero a diferencia de este, como se itera hacia atras, es necesario cambiar los signos
positivos a negativos por la razon de que parte en un tiempo T hasta llegar a un tiempo 0. EI método
Runge Kutta sweep solving backward in time quedara de la siguiente manera.

Ecuaciones de cada clase en el modelo SVI:1;R ocupando los lambdas

—

AMG-1)= A1G) — (h/6) * (m11 + 2+*m21 + 2 *m31 + m41)

22G—1) = 22() — (h/6) * (m12 + 2*m22 + 2*m32 + m42)
A3G—1) = A3() — (h/6) * (m13 + 2*m23 + 2+m33 + m43)
MG —1) = 24G) — (h/6) * (m14 + 2+*m24 + 2 *m34 + m4é4)
A5G —1) = A5() — (h/6) * (m15 + 2 *m25 + 2*m35 + m45)

A6(G— 1) = 26() — (h/6) * (m16 + 2 *m26 + 2 *m36 + m46)

Primera iteracién, K1

(m11 =21G) * (n+ p + BL *11G) + B2 < 12()) — p * A2(j) — BL * 11(}) *A3() — B2 * 12(j)
* A4())

ml2 = 22(G) *(B1*(1 — €1) «11(G) + B2+ (1 — €2) *x12(G) + p) — Bl * (1 — €1) *I11(j)
*A3(G) — B2+ (1 — €2) x12(§) * A4()
m13 = A1(j) * (B1 *S()) +22() * (BL * (1 —e1) * V(j)) +A3() * (y1 + u+ 81) — B1

m *S() *A3() — BL* (1 — e)* V() *A3() — y1*A5() + 61+26())

mi4 = — A + M0) « ((2G) + n + 82) — B2+ S — B2+ (1 — €2) x V() — v2()
#A50) + 82 xA6()) + B2 SG) *A1() + B2+ (1 — €2) x V() * A2())

m15 = A5() x (u+ 6) — A1(j) =6

m16 = A6(j) * (W —b) — A1() *b

—

92 (Ranocha & Ketcheson, 2020)
% (Lenhart, 2007)
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Segunda iteracion, K2

—

m21 = (A1(j) — h2 *m11)
x (u + p+ BL* 0.5+ (11G) + 11G— 1)) + B2 * 0.5 * (12¢) + 12( — 1)))
— p*(A2() — h2*m12) — 1% 0.5 * (I11() + I11( — 1))
* (A3() — h2*m13) — B2 % 0.5« (12() + 12(G — 1)) * (A4(j) — h2 *x m14)

m22 = (A2(j) — h2 *m12)
*(BL* (1 — el) =05+ (11() + 11(G—1)) + B2 = (1 — €2) * 0.5
«(120)+ 2G-1D)+ pw)— BL*(1 — €1) x 0.5 (11() + 11— 1))
* (A3() — h2*m13) — B2 * (1 — €2) * 0.5 (12(j) + 12(— 1))
* (AM4(j) — h2 * m14)

m23

(A1(G) — h2*m11) * (1 * 0.5+ (S(G) + SG—1))) + (A2(G) — h2*m12) = (B1
*x(1—el)*05+«(VG+V(G—1)) + (A3(G) — h2*xml13) *(y1+ p + 61)
— B1+x05%(SG) + SG—1)) *(A3(j)) — h2*m13) — B1*x(1 — €1)*0.5
*(VG + VG—1) *(A3(G) — h2+*m13) — y1* (A5() — h2*m15) + 61
* (A6(j)) — h2 *m16)

m24 = —A + (M(j) — h2 *m14)
* ((0.5 «(Y2G) + v2G— 1)) + p + 82) — B2+ 0.5 (SG) + S(G— 1)) — B2
+(1 = €2) « 0.5+ (V() + V(G — 1)) = 05 (y2() + y2G — 1))
* (A5(j)) — h2 * m15) + 82 = (A6(j) — h2 * m16) + B2 0.5
«(SM+ SG—1)) * A1() — h2 *m11) + B2 * (1 — €2) * 0.5
*(VG) + V(G — 1) * (A2() — h2 * m12)
m25 = (A5(G) — h2 *m15) * (u + 6) — (A1(j) — h2*m11) %6

m26 = (A6(j) — h2*m16)* (u—b) — (A1(j) — h2*m11) *b

Tercera iteracion, K3

—

m31 = (A1(j) — h2 * m21)
(W + p+ B1 0.5+ (11G) + 11G— 1)) + B2+ 0.5 * (12) + 12G - 1)))
— p*(A2()) — h2*m22) — 1% 0.5 (11() + 11— 1))
* (A3() — h2*m23) — B2 % 0.5 = (12() + 12( — 1)) * (A4(j) — h2 *x m24)

m32 = (A2(j) — h2 * m22)
«(BLlx(1 — el) =05+ (11G) + 11(G— 1)) + B2+ (1 — €2) % 0.5
«(120)+ 2G-1)+ p)— BL*(1 — e1) x 0.5 (11() + 11— 1))
* (A3() — h2*m23) — B2+ (1 — €2) * 0.5 (12(j) + 12(— 1))
* (AM4(j) — h2 * m24)
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m33 = (A1(j) — h2*m21) = (B1 x0.5*(S(G) + S(G—1))) + (A2(j) — h2+*m22) = (1
*(1—-el)*05x(VG) +V(G—1)) + (A3(G) — h2*m23) x (y1l+ p + 61)
— B1*05%(SG) + SG—1)) *(A3(j) — h2*m23) — B1*(1 — €1)*0.5
*(V(G) + VG—1)) »(A3() — h2*m23) — y1 x(A5() — h2*m25) + 61
* (A6(j) — h2 * m26)
m34 = — A + (AM4(G) — h2 * m24) { % )

(05 (v2() + y2G— 1) + u + 62) — B2+ 0.5+ (S() + SG— 1)) — B2

*(1 — €2) 0.5 (VG + V(- 1))) — 05+ (y2() + v2(G - 1)
* (A5(G) — h2 *m25) + 62 * (A6(j) — h2 *xm26) + B2 * 0.5

« (S + SG—1)) * A1() — h2 *m21) + B2 * (1 — €2) * 0.5
«(V() + V(G — 1) * A2() — h2 * m22)

m35 = (A5() — h2 *m25) * (u + 6) — (A1(j) — h2*m21) %6
m36 = (A6(j) — h2*m26) * (u—b) — (A1(j) — h2*m21) b

—

Cuarta iteracion, K4

[ m41 = (A\1() — h*m31) (u + p+ BLx(11G— 1) + B2+ (12G - 1))) —»
*(A2()) — h*m32) — B1 (11— 1)) * A3() — h*m33) — B2 * (12(j — 1))
* (AM4() — h*m34)

m42 = A2()) — h*m32) x (B1* (1 — e1) » (11— 1)) + B2* (1 — €2) » (12(G — 1)) + p)
— B1*x(1 — 1) = (Il(j — 1)) * (A3(G) — h*m33) — B2* (1 — €2)
«(12G — 1)) * A4() — h* m34)

(A1() — h*m31) * (B1* (SG— 1)) + (A2() — h*m32) » (B1 * (1 — 1) * (V( { 94 )

m43 =
—1)) + A3() — h*m33) *(y1+ p + 81) — p1+(SG—1))*(A3() — h
_ *m33) — B1*x(1 — ) *(V(Gi—1))*(A3(G) — h*m33) — y1x(A5() — h
*m35) + 61 * (A6(j) — h* m36)
m44 = — A + (A4(j) — h*m34)

(((r2G-D)+ u + 82) = B2+ (SG—1)) — B2+ (1 — 2) » (VG — 1))
— (v2(G— 1)) * @5() — h*m35) + 82 * (A6(j) — h * m36) + P2
«(SG—1)*A1(G) — h*m31) + B2+ (1 — €2) * (V(j— 1))

* (A2(j) — h*m32)

m45 = (A5(G) — h*m35) * (u + ) — (A1(G) — h*m31) 6

m46 = (A6(j)) — h*m36)* (u—b) — (A1(j) — h*m31) *b

—

Con esto se puede dar por terminado el Runge Kutta sweep solving backward in time, pasando en el
siguiente capitulo a juntarlo con el Runge Kutta sweep solving forward in time y ver qué resultados
dara con ciertas variaciones en el y, junto a la importancia en la reduccion de los infectados 2.
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5.4 Resultados y Discusion del modelo SVI112R con RK4 y Hamiltoniano

Con el desarrollo de las ecuaciones en los capitulos anteriores, se pudo programar en Matlab y obtener
la resolucion numérica para el y, alo largo del tiempo junto a las clases del Modelo SV111:R. En este
capitulo se veran 6 casos distintos para poder analizar cuél es la importancia que se le deberia de dar
a los infectados con la variante 2 y ver qué es lo que pasa con una situacién en especifico.

Para esto se utilizaron los datos implementados a lo largo de todo el capitulo 4 con un par de
modificaciones y supuestos como, por ejemplo, se hizo una reduccion en la cantidad de individuos
de cada una de las clases tratando de dejarlo lo més parecido posible a los datos utilizados en el
capitulo 4 en términos de diferencia numérica entre cada clase, también como supuesto que el
Y2 puede variar entre 7 a 14 dias dependiendo del tratamiento que se deba usar, siendo uno de tipo
agresivo 0 menos agresivo y que se desea ver la evolucién de los infectados a 60 dias dependiendo
del peso que se elija. Lo antes mencionado se debe, ya que, al correr el cddigo en Matlab, si se utilizan
valores muy grandes el programa falla y no arroja ningun valor por la carga computacional que debe
de hacer. Por otra parte, se asignaran distintos pesos especificos a “A” para visualizar qué ocurre al
tener distintos esfuerzo que esté dispuesto hacer el estado para hacerse cargo de las consecuencias
debido a los enfermos por covid, ya que como se menciond, esto conlleva consecuencias a nivel pais.

Datos Valores

S(0) 1.059
V(0) 812
1:(0) 50
12(0) 20
R(0) 82
Tasa de nacimientos 0,06
Tasa de muertes en general 0,0005

Tasa de muerte de infectados por variante 1 | 0,0002
Tasa de muerte de infectados por variante 2 | 0,0003

Tasa de transmisién infectados variante 1 0,064
Tasa de transmision infectados variante 2 0,1216
Tasa de cobertura de vacunacion 0,096

Tasa de recuperacion infectados variante 1 0,0714
Eficacia de vacunacién infectados variante 1 | 90%
Eficacia de vacunacién infectados variante 2 | 50,39%

Perdida de inmunidad de vacunacion 0,002739
Cantidad de periodos “T” 60
Peso de “A” para la variacion de los casos 0-0.01-01-0.2-05
Tasa de recuperacion infectados variante 2 | 0.0714 - 0.1428
Umbral epidemiolégico por variante 1 0.8477
Umbral epidemioldgico por variante 2 1.6415
Tabla 19

Esta tabla contiene los datos del modelo SVI,1;R con sus valores a utilizar en la simulaciones.
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Caso 1: Caso base sin ninguna implementacion de tratamiento para y, (A = 0 esfuerzo del estado)
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Figura 30

Esta figura muestra el modelo SVI;12R en el tiempo a 60 dias, con 0 esfuerzo del estado por hacerse cargo de las consecuencias.
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Esta figura muestra los 2 infectados en el tiempo a 60 dias, con 0 esfuerzo del estado por hacerse cargo de las consecuencias.

Figura 31
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Figura 32
Esta figura muestra y, en el tiempo a 60 dias, con 0 esfuerzo del estado por hacerse cargo de las consecuencias.

En el caso base al darle un peso A =0 a la reduccidn de infectados con la variante 2, 6sea que se tiene
un vy, sin variacion alguna, ya que no se utiliza ningQn tratamiento y se mantiene constante a 14 dias
de recuperacion, se puede observar que en una primera instancia el peak que se da en los infectados
2 es alrededor del dia 14 con una cantidad aproximada de 1.400 individuos infectados, superando la
cantidad inicial de susceptibles. Luego del dia 14, los individuos infectados disminuyen suavemente
lo largo del tiempo, con una tasa de recuperacién de 14 dias como se puede ver en la figura 31.

Al no implementar ningln tratamiento se pudo observar que en el dia 60 aln siguen existiendo
infectados por la variante 2 con una cantidad de 85 individuos aproximadamente, con lo que se podria
decir que la infeccién por la variante 2 no terminara pronto y aun le quedara tiempo para que esta
desaparezca por completo, si es que esta no vuelve a aumentar los casos. Por ello, en el proximo caso
se implementara un peso A = 0.01 a ver cuanto cambia la dindmica de 12.
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Caso 2: Peso A =0.01 que le da el estado a los infectados por variante 2.
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Figura 33

Esta figura muestra las clases del modelo SVI,1,R en el tiempo a 60 dias, con un peso de 0.01 que le da el estado a los infectados por la

variante 2.
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Figura 34

Esta figura muestra a los 2 infectados en el tiempo a 60 dias mas el caso base, con un peso de 0.01 que le da el estado a los infectados

por la variante 2.
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Figura 35
Esta figura muestra y, en el tiempo a 60 dias, con un peso de 0.01 que le da el estado a los infectados por la variante 2.

En este segundo caso al darle un peso A = 0.01 a la reduccién de infectados con la variante 2, se ve
una implementacion de tratamiento basico que fue solamente al inicio en los primeros 2 dias, esto en
la figura 35. Ademas, se puede observar en la figura 34 que en una primera instancia el peak que se
da en los infectados 2 es alrededor del dia 13 con una cantidad aproximada de 1.400 individuos
infectados, superando la cantidad inicial de susceptibles y manteniendo el peak con respecto al caso
1, pero a diferencia del caso anterior, la curva se empieza a tornar hacia la izquierda levemente por el
peso que se le da. Luego del dia 13, los individuos infectados disminuyen suavemente a lo largo del
tiempo, hasta que un par de dias después se comienza a ver un leve incremento nuevamente en los
infectados.

Con esta pobre implementacidn de un tratamiento basico en los 2 primeros dias, se pudo observar en
la figura 34 que en el dia 60 aln siguen existiendo infectados por la variante 2 con una cantidad de
84 individuos aproximadamente, por lo que se ve claramente reflejada la poca importancia que se le
dio a esta reduccion de los infectados por la variante 2 con un peso de 0.01. Por ello, en el préximo
caso se le aumentara a 10% a ver si esta curva sigue desplazandose a la izquierda disminuyendo los
dias en que esta el peak.
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Caso 3: Peso de A =0.1 que le da el estado a los infectados por variante 2.
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Figura 36
Esta figura muestra el seguimiento de clases del modelo SVI,1,R en el tiempo a 60 dias, con un peso de 0.1 que le da el estado a los

infectados por la variante 2.
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Figura 37

Esta figura muestra los 2 infectados en el tiempo a 60 dias mas el caso base, con un peso de 0.1 que le da el estado a los infectados por

la variante 2.
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Figura 38
Esta figura muestra y, en el tiempo a 60 dias, con un peso de 0.1 que le da el estado a los infectados por la variante 2.

En este tercer caso al darle un peso A = 0.1 a la reduccién de infectados con la variante 2, se puede
observar en la figura 37 que el peak que se da en los infectados 2 es alrededor del dia 7 con una
cantidad aproximada de 1.100 individuos infectados, disminuyendo el peak en comparacion a los 2
casos anteriores (A = 0.01y A = 0). Luego del dia 7, los individuos infectados disminuyen con un
poco mas de fuerza que en el caso A = 0.01, debiéndose esto claramente al mayor peso que se le da a
esta reduccion para los infectados por la variante 2. Ademas, en la figura 38 se puede ver un
tratamiento de forma agresiva contra la infecciosidad los primeros 7 dias, donde luego se pausan los
tratamientos y posteriormente vuelven los tratamiento de forma menos agresiva entre los dias 26 y
46.

Con estos tratamientos de forma agresiva y menos agresiva a lo largo del tiempo, se pudo observar
en la figura 37 al final del periodo, la cantidad de infecciosos con la variante 2 fue de 53 individuos
aproximadamente, obteniendo mejores resultados que en los casos anteriores viéndose claramente
reflejada el aumento del peso que se le da a esta reduccidon de infectados con un 0.1 en vez de un 0.01
como en el caso anterior. Ahora se vera en el siguiente caso que es lo que ocurre si se aumenta al
doble de peso, que seria un peso A = 0.2 a esta reduccién de infectados por la variante 2.
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Caso 4: Peso A = 0.2 que le da el estado a los infectados por variante 2.
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Figura 39
Esta figura muestra las clases del modelo SVI;1,R en el tiempo a 60 dias, con un peso de 0.2 que le da el estado a los infectados por la
variante 2.
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Figura 40
Esta figura muestra los 2 infectados en el tiempo a 60 dias mas el caso base, con un peso de 0.2 que le da el estado a los infectados por
la variante 2.
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Figura 41
Esta figura muestra y, en el tiempo a 60 dias, con un peso de 0.2 que le da el estado a los infectados por la variante 2.

En este cuarto caso al darle un peso A = 0.2 a la reduccién de infectados con la variante 2, se puede
observar en la figura 40 que el peak se da en los infectados 2 alrededor del dia 7 con una cantidad
aproximada de 1.100 individuos infectados, manteniéndose la misma curva y peak que en el caso A
= 0.1 en la figura 37. Luego del dia 7, los individuos infectados disminuyen con un poco mas de
fuerza que en el caso 3, debiéndose esto claramente al doble de importancia que se le da a esta
reduccion para los infectados por la variante 2. Ademas, en la figura 41 se puede ver un tratamiento
de forma agresiva contra la infecciosidad los dias 0 a 7 y entre los dias 29 a 44, donde ademas se
implementa un tratamiento menos agresivo que es usado entre los dias 15 a 28 y entre los dias 45 a
50. Estos diferentes tratamientos de forma agresiva y menos agresiva, marcan la diferencia en la
disminucién de los infectados si es que se comparan con los otros dos casos tres casos que se vieron.

Con estos tratamientos de forma agresiva y menos agresiva a lo largo del tiempo, se pudo observar
en la figura 40 que al final del periodo la cantidad de infecciosos con la variante 2 fue de 26 individuos
aproximadamente, mejorando el resultado entre los casos anteriores viéndose claramente reflejada el
doble de importancia que se le dio a esta reduccion de infectados con un peso de 0.2 en vez de un 0.1
como en el caso anterior. Ahora se verd en el siguiente caso que es lo que ocurre si se le aumenta a
un peso A = 0.5 la reduccion de infectados por la variante 2 para ver si es que sigue disminuyendo
los infectados por la variante 2 y en que cantidades, ya que, comparando este caso con el caso de A
= 0.01, hubo una disminucién de 27 infectados aproximadamente al final del periodo de 60 dias por
solamente tener el doble de peso esta reduccién de infectado.
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Caso 5: Peso A = 0.5 que le da el estado a los infectados por variante 2.
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Figura 42
Esta figura muestra las clases del modelo SVI;1,R en el tiempo a 60 dias, con un peso de 0.5 que le da el estado a los infectados por la
variante 2.
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Figura 43
Esta figura muestra a los 2 infectados en el tiempo a 60 dias més el caso base, con un peso de 0.5 que le da el estado a los infectados por
la variante 2.
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Figura 44
Esta figura muestra y, en el tiempo a 60 dias, con un peso de 0.5 que le da el estado a los infectados por la variante 2.

En este quinto caso al darle un peso A = 0.5 a la reduccion de infectados con la variante 2, se puede
observar en la figura 43 que en una primera instancia el peak que se da en los infectados por variante
2 es alrededor del dia 7 con una cantidad aproximada de 1.100 individuos infectados, al igual que en
el caso 4 y 3 que el peak se mantiene ahi sin variar. Luego del dia 7, los individuos infectados
disminuyen mas fuerza que en los casos anteriores, debiéndose esto claramente al alto peso que se le
da a esta reduccion para los infectados por la variante 2. Ademas, en la figura 44 se puede ver un
tratamiento de forma agresiva contra la infecciosidad desde el comienzo hasta el dia 50, donde
posterior a esto se hace un tratamiento menos agresivo del dia 51 a 53.

Con estos tratamientos de forma agresiva y menos agresiva a lo largo del tiempo, se pudo observar
en la figura 43 que al final del periodo la cantidad de infecciosos con la variante 2 fue de 14 individuos
aproximadamente, obteniendo claramente una mejora por la alta importancia que se le dio a esta
reduccion de infectados con un peso A = 0.5. Con esto se puede ver que cada vez que se le da mas
peso a la importancia, mas se reducen los infectados, lo cual es lo que se quiere esperar al aumentar
el peso. También se puede observar que, a mayor peso, mayor uso de tratamientos de forma agresiva
0 menos agresiva se usan, por lo cual se estaria aumentando cada vez mas los costos por los
tratamientos si es que se le da cada vez mas peso a esta reduccion. Por ultimo, al darle cada vez méas
peso a los casos, lo cual genera cada vez més un aumento en los costos; cada vez se reducen menos
los infectados al estar en pesos méas grandes, por lo que las grandes diferencias estan en las
reducciones de infectados en los pesos pequefios.

En base a estos 5 casos y sus analisis respectivos, ¢ Sera necesario utilizar la vacunacion como método
para reducir mas rapidamente los infectados con la variante 2? O ¢Solo es necesario la aplicacion de
tratamientos? A continuacion, se vera un ejemplo sin vacunacion, pero con un peso de 0.2.
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Caso 6: Sin vacunacion a los infectados por variante 2 con un peso A = 0.2
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Esta figura muestra las clases del modelo SVI;1,R en el tiempo a 60 dias, con un peso de 0.2 que le da el estado a los infectados por la
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Figura 46

Esta figura muestra a los 2 infectados en el tiempo a 60 dias més el caso base, con un peso de 0.2 que le da el estado a los infectados por

la variante 2 y sin vacunacion para los infectados por variante 2.
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Figura 47
Esta figura muestra y, cony sin vacuna en el tiempo a 60 dias, con un peso de 0.2 que le da el estado a los infectados por la variante 2
y sin vacunacion para los infectados por variante 2.

En este sexto caso al darle un peso A = 0.2 a la reduccion de infectados con la variante 2 pero a esta
misma quitandole la vacunacion, se puede observar en la figura 46 que el peak que se da en los
infectados 2 es alrededor del dia 7 con una cantidad aproximada de 1.250 individuos infectados, lo
cual es un nimero mayor de infectados que en el caso 3 con vacunacion donde el peak era de 1.100
individuos infectados, pero de igual manera sigue siendo mas bajo el peak comparandolo con el caso
base. Luego del dia 7 en adelante, los individuos infectados disminuyen de una forma parecida al caso
con vacunacién y con las mismas tendencias de uso de tratamientos agresivos 0 menos agresivos
donde se pude ver esto en la figura 47, siendo la Unica diferencia que en el caso sin vacunacion, se
requiere usar mas dias de tratamiento agresivo comenzando en el 27 a 46, para poder terminar con la
misma cantidad de infectados al final del periodo, lo cual al usar un par de dias mas el tratamiento
agresivo, le podria generar costos adicionales al estado.

Con esto se puede observar que la vacunacion si tiene un efecto evidentemente sobre la propagacién
de la infecciosidad de la variante 2, viéndose claramente en la figura 46 el peak que se tuvo al no usar
una vacuna, propagandose mas la infecciosidad. Por otro lado, la vacunacion sirve también para
disminuir los dias de un tratamiento agresivo, cambiandolos por un tratamiento menos agresivo, ya
que los individuos al estar vacunados ayuda a que no se propague tanto la infecciosidad y que se
necesiten menos tratamientos agresivos a futuro para reducir la infecciosidad con el peso que el estado
quiere darle a estos infectados.

A pesar de que no se vio un cambio bastante importante al quitar la vacunacion, si no que solamente
un aumento en el peak y cambiando los dias de tratamientos, es necesaria tener en cuenta la
vacunacion con los tratamientos para poder hacer estos métodos mas eficaces, reduciendo tanto peaks
como los tratamientos. Por estas razones y por los casos vistos previamente, se puede concluir que es
necesario usar tanto vacunacion como tratamientos dependiendo del peso que el estado quiera darle
a esta situacion, para que asi pueda reducirse esta infecciosidad de una forma eficaz.
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6. Conclusién

El objetivo principal, establecido previamente para la tesis, es construir a partir de un modelo
matematico epidemioldgico un modelo de control optimo, con tal de minimizar la infeccion
considerando diferentes medidas de control. Para ello, fue necesario en primera instancia, establecer
el estado del arte y revisar los modelos actualmente utilizados. Entre ellos, se revisaron diferentes
modelos, como el modelo SIR de ecuaciones diferenciales ordinarias, que es el modelo base para este
problema, como también sus extensiones. Ademas, se analiz6 el efecto de los umbrales
epidemioldgicos que influyen en la dindmica de estos modelos, su importancia, y como se podrian
utilizar para reconocer los parametros y variables mas relevantes.

Esta tesis se enfoca en la creacion del modelo SVIil:R, incluyéndolo en un problema de control
optimo. Este modelo fue motivado por la llegada de la variante Delta a Chile, la cual era mas letal
gue el SARS-CoV-2 inicial, por lo que surgi6 la oportunidad de estudiar la dindmica de Covid-19 con
dos variantes de infeccion distintas, ocupando datos aportados por el Ministerio de Salud en Chile
(MINSAL). Luego de un anélisis acabado del modelo matemaético, para distintos valores del umbral
epidemioldgico, se determind que cuatro pardmetros eran los mas significativos para disminuir la
infecciosidad en una poblacidn, siendo estos parametros que determinan la vacunacién y tratamientos.
Como resultado se obtuvo que un aumento en la tasa de recuperacion impacta la reduccién de
infectados de mayor forma que una campafia de vacunacion. Esta tasa de recuperacion podria ser
aumentada utilizando tratamientos médicos o medicamentos como antivirales, para reducir los dias
en los que un infectado puede contagiar a otro individuo, encontrando que, bajando de 14 dias a 7
dias, se podria reducir significativamente la cantidad de infectados en el tiempo.

Este hallazgo muestra que es importante que una buena campafia de vacunacion vaya acompafiada de
tratamientos clinicos implementados de forma 6ptima. Por lo tanto, esta tesis se enfoca en la tasa de
recuperacién como objetivo para minimizar la cantidad de infectados mediante tratamientos que
hicieran disminuir de 14 a 7 dias como minimo los dias de recuperacion de los individuos infectados.

Se procedi6 a plantear y analizar un problema de control optimo incorporando el modelo SVII2R,

enfocandose en la variante mas infecciosa y letal, haciendo una minimizacién sobre los infectados

en base al peso que el gobierno le quiera dar a los infectados con dicha variante y simultaneamente
minimizando el esfuerzo que significa la implementacion de tratamientos.

El problema de control optimo trabajado tiene una gran limitacién en la parte computacional, siendo
esta que no puede ejecutar datos poblacionales muy grandes por la carga computacional que genera.
De este modo, se trabajé experimentando bajo condiciones simuladas para trabajar distintos
escenarios, bajo las restricciones computacionales de la tesis.

Los resultados obtenidos del problema de control optimo fueron que, el gobierno al dar un mayor
peso a la importancia de los infectados con la variante mas agresiva, usando un tratamiento mas
agresivo con una buena vacunacion, esta la posibilidad de acabar con la variante en un par de meses,
dependiendo evidentemente de factores como la cantidad de individuos infectados que haya al
comienzo. Ademas, como se pudo comprobar en el capitulo 5.4, a mayor peso que el gobierno le dé
a esta situacion, més répido se reducirén los infectados, lo que puede llegar a mejorar los costos
sociales de la poblacién, reduciendo el desempleo, reduciendo la probabilidad de que las personas
infectadas tengan Long Covid, entre varias otras situaciones que mejoran gracias al disminucion mas
rapida de la infecciosidad. Sin embargo, esta reduccion de infectados esta ligada a un mayor esfuerzo
en la implementacion de tratamientos clinicos asociados, por ejemplo, a costos para las clinicas u
hospitales, para implementar tratamientos agresivos o no tan agresivos. Por esta razon, es que el
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gobierno debe analizar qué peso y esfuerzo esta dispuesto a considerar para hacerse cargo de las
posibles consecuencias que se vayan a presentar a futuro, a causa de infecciones por el virus.

Como conclusion general, puede no ser suficiente solamente implementar un plan de vacunacion,
sino que también se deberian tomar en cuenta la propagacién de la enfermedad y su mitigacion
mediante tratamientos médicos 0 medicamentos que reduzcan la cantidad de dias que una persona
permanezca infectada y pueda contagiar a un individuo susceptible, siendo esto lo que mas impacto
genera en la reduccion de la infecciosidad. Esto no significa que no sea necesario el uso de la vacuna,
ya que la vacuna sirve para reducir los grandes peaks que se pueden tener en las primeras olas de
infectados, reduciendo ademas el riesgo de que un individuo muera o que sea internado en el hospital.

Como recomendacion para futuras investigaciones de casos epidemiolégicos similares, se podria dar
un enfoque mas directo a los parametros que arroja el umbral epidemiol6gico del modelo en estudio,
por la razon de que, al variar y analizar estos parametros, se puede encontrar cual de estos ayuda de
una mejor forma al modelo a reducir el umbral epidemiol6gico y la posibilidad de reducir la
infecciosidad de tal manera que converja la cantidad de individuos infectados a 0. Asimismo, en el
problema de control optimo, se podria hacer una investigacion a la parte econdémica para ver en qué
cantidades monetarias afectara el peso y esfuerzo que esté dispuesto a hacer el gobierno sobre las
posibles consecuencias de los infectados por covid a corto y largo plazo en una determinada
poblacion.
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